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pREDISLOWIE

dANNOE U�EBNOE POSOBIE PREDSTAWLQET SOBOJ PO�TI STENOGRAFI�ES�
KU� ZAPISX LEKCIJ� �ITAEMYH MNOJ NA FAKULXTETE WY�ISLITELXNOJ
MATEMATIKI I KIBERNETIKI kAZANSKOGO UNIWERSITETA W TE�ENII DWUH

SEMESTROW� sTUDENTY POLU�A�T SPECIALXNOSTX �pRIKLADNAQ MATEMA�
TIKA�� I �TO OBSTOQTELXSTWO NAKLADYWAET OPREDELENNYJ OTPE�ATOK

KAK NA SODERVANIE KURSA� TAK I NA FORMU EGO IZLOVENIQ� w �ASTI

TEORII WEROQTNOSTEJ OSNOWNOJ UPOR DELAETSQ NA MATEMATI�ESKIE ME�
TODY POSTROENIQ WEROQTNYH MODELEJ I REALIZACI� �TIH METODOW NA

REALXNYH ZADA�AH ESTESTWOZNANIQ I PRAKTI�ESKOJ DEQTELXNOSTI� tA�
KOJ PODHOD OBESPE�IWAET NEFORMALXNOE OTNO�ENIE K ISPOLXZOWANI�

METODOW MATEMATI�ESKOJ STATISTIKI� OSOZNANI� TOGO� �TO BEZ POSTRO�
ENIQ WEROQTNOSTNOJ MODELI NE PREDSTAWLQETSQ WOZMOVNYM SUDITX O

TO�NOSTI I NADEVNOSTI STATISTI�ESKOGO WYWODA� iMENNO PO�TOMU W
RAZDELE �mATEMATI�ESKAQ STATISTIKA� OSNOWNOE WNIMANIE UDELQET�
SQ METODAM WY�ISLENIQ RISKA KONKRETNYH STATISTI�ESKIH PRAWIL I

PROBLEMAM STATISTI�ESKIH RE�ENIJ S MINIMALXNYM RISKOM�
w IZLOVENII WOPROSOW USLOWNOGO MATEMATI�ESKOGO OVIDANIQ I US�

LOWNOJ WEROQTNOSTI Q OGRANI�ILSQ RASSMOTRENIEM TOLXKO SLU�AEW

DISKRETNOGO I NEPRERYWNOGO RASPREDELENIJ� TAK KAK STUDENTAM wmk
kAZANSKOGO UNIWERSITETA �ITAETSQ WSEGO S DESQTOK LEKCIJ PO TEORII

MERY I INTEGRALA lEBEGA � IH DAVE NE ZNAKOMQT S TEOREMOJ rADONA�
nIKODIMA� �TOBY WOSPOLNITX �TOT PROBEL� Q PRIWOVU FORMULIROWKU
�TOJ TEOREMY I OPREDELQ� FUNKCI� PLOTNOSTI �EREZ PROIZWODNU�

rADONA�nIKODIMA� NO� NA MOJ WZGLQD� BYLO BY KRAJNE NAIWNYM PO�
LAGATX� �TO BOLX�INSTWO MOIH SLU�ATELEJ WOSPRIMUT STROGOE SOWRE�
MENNOE IZLOVENIE KONCEPCII USLOWNOGO MATEMATI�ESKOGO OVIDANIQ�
u�EBNOE POSOBIE SODERVIT �	 LEKCIJ PO TEORII WEROQTNOSTEJ I 
	

LEKCIJ PO MATEMATI�ESKOJ STATISTIKE� kAVDAQ LEKCIQ SLI�KOM OB��
EMNA DLQ TOGO� �TOBY EE �DIKTOWATX� STUDENTAM� LEKCII RASS�ITANY
NA SWOBODNOE IZLOVENIE MATERIALA S ZAPISX� TOLXKO OPREDELENIJ I

FORMULIROWOK OSNOWNYH TEOREM� �dIKTANT� STANOWITSQ WOZMOVNYM�
ESLI WY RASPOLAGAETE DOPOLNITELXNO ��� LEKCIQMI�
q PRINO�U ISKRENN�� BLAGODARNOSTX sERGE� wLADIMIROWI�U sI�

MU�KINU ZA POMO�X PRI OFORMLENII LEKCIJ W �LEKTRONNOJ FORME�



�astx perwaq

teoriq weroqtnostej

�pUSKAJ W DANNOM SLU�AE WY NE SOGLASITESX

MNE DATX GARANTI�� � NO Q STAWL� WOPROS

�IRE� SU�ESTWUET LI WOOB�E� MOVET LI SU�

�ESTWOWATX W �TOM MIRE HOTX KAKOE�NIBUDX

OBESPE�ENIE� HOTX W �EM�NIBUDX PORUKA� � ILI

DAVE SAMA IDEQ GARANTII NEIZWESTNA TUT��

w� nABOKOW� pRIGLA�ENIE NA KAZNX



x�� �LEMENTARNAQ TEORIQ WEROQTNOSTEJ

lEKCIQ �

wO MNOGIH OBLASTQH �ELOWE�ESKOJ DEQTELXNOSTI SU�ESTWU�T SITU�
ACII� KOGDA OPREDELENNYE QWLENIQ MOGUT POWTORQTXSQ NEOGRANI�EN�
NOE �ISLO RAZ W ODINAKOWYH USLOWIQH� aNALIZIRUQ POSLEDOWATELXNO
REZULXTATY TAKIH PROSTEJ�IH QWLENIJ� KAK PODBRASYWANIE MONETY�
IGRALXNOJ KOSTI� WYBROS KARTY IZ KOLODY I T�P�� MY ZAME�AEM DWE

OSOBENNOSTI� PRISU�IE TAKOGO RODA �KSPERIMENTAM� wO�PERWYH� NE
PREDSTAWLQETSQ WOZMOVNYM PREDSKAZATX ISHOD POSLEDU��EGO �KSPE�
RIMENTA PO REZULXTATAM PREDYDU�IH� KAK BY NI BYLO WELIKO �IS�
LO PROWEDENNYH ISPYTANIJ� wO�WTORYH� OTNOSITELXNAQ �ASTOTA OPRE�
DELENNYH ISHODOW PO MERE ROSTA �ISLA ISPYTANIJ STABILIZIRUETSQ�
PRIBLIVAQSX K OPREDELENNOMU PREDELU� sLEDU��AQ TABLICA SLUVIT
PODTWERVDENIEM �TOGO ZAME�ATELXNOGO FAKTA� SOSTAWLQ��EGO OSNOWU
AKSIOMATI�ESKOGO POSTROENIQ TEORII WEROQTNOSTEJ KAK MATEMATI�ES�
KOJ DISCIPLINY�
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pERWYJ STOLBEC �TOJ TABLICY

UKAZYWAET NOMER �KSPERIMENTA� PO�
SLEDU��IE STOLBCY SODERVAT DAN�
NYE O KOLI�ESTWAH m WYPADENIQ

GERBA W n�� 
��� 
��� 
��� PODBRASY�
WANIQH �ISPYTANIQH� PRAWILXNOJ

SIMMETRI�NOJ MONETY� tAKIM OB�
RAZOM� PROWODILOSX TRI SERII �KS�
PERIMENTOW S RAZNYM �ISLOM ISPY�
TANIJ W KAVDOJ SERII� kAVDAQ SE�
RIQ SOSTOIT IZ DESQTI �KSPERIMEN�
TOW S ODNIM I TEM VE �ISLOM n POD�
BRASYWANIJ MONETY� �TO

POZWOLQET SUDITX OB IZMEN�IWOSTI �ISLAm WYPADENIJ GERBA OT �KSPE�
RIMENTA K �KSPERIMENTU WNUTRI ODNOJ SERII� o�EWIDNA STABILIZACIQ
OTNOSITELXNOJ �ASTOTY pn � m�n WYPADENIJ GERBA S ROSTOM �ISLA IS�
PYTANIJ n� A TAKVE STREMLENIE pn K WELI�INE p � 
��� mOVNO DAVE
WYSKAZATX NEKOTOROE SUVDENIE OB IZMEN�IWOSTI �TOJ �ASTOTY OT �KS�
PERIMENTA K �KSPERIMENTU PRI FIKSIROWANNOM n� OTKLONENIE pn OT

�



CENTRA RASSEIWANIQ� RAWNOGO 
��� IMEET PORQDOK n���� �SM� W SWQZI S
�TIM NIVN�� STROKU TABLICY��
oBNARUVENNYE ZAKONOMERNOSTI� RASPROSTRANENNYE NA ISPYTANIQ

S PROIZWOLXNYM �ISLOM ISHODOW� POZWOLQ�T POSTROITX PROSTEJ�U�
MATEMATI�ESKU� MODELX SLU�AJNOGO �KSPERIMENTA�
pOSTROENIE NA�INAETSQ S OPISANIQ MNOVESTWA � WSEWOZMOVNYH IS�

HODOW �� KOTORYE MOGUT PROIZOJTI W REZULXTATE KAVDOGO ISPYTANIQ�
mNOVESTWO � NAZYWAETSQ PROSTRANSTWOM �LEMENTARNYH ISHODOW� EGO
TO�KI ��LEMENTY� � � �LEMENTARNYMI ISHODAMI ILI �LEMENTARNYMI
SOBYTIQMI� l�BOE PODMNOVESTWO A PROSTRANSTWA � �SOWOKUPNOSTX
�LEMENTARNYH ISHODOW �� NAZYWAETSQ SOBYTIEM� PROSTRANSTWO � TAK�
VE QWLQETSQ SOBYTIEM� NO IME��IM OSOBOE NAZWANIE DOSTOWERNOGO

SOBYTIQ� gOWORQT� �TO PROIZO�LO SOBYTIE A� ESLI W ISPYTANII NA�
BL�DAETSQ �LEMENTARNYJ ISHOD � � A�
w �TOM PARAGRAFE� POSWQ�ENNOM TAK NAZYWAEMOJ �LEMENTARNOJ

TEORII WEROQTNOSTEJ� BUDUT RASSMATRIWATXSQ TOLXKO PROSTRANST�
WA �� SOSTOQ�IE IZ NE BOLEE �EM S�ETNOGO �ISLA �LEMENTOW� pROIL�
L�STRIRUEM WWEDENNYE PONQTIQ NA RQDE PROSTEJ�IH PRIMEROW� OTNO�
SQ�IHSQ K SLU�AJNYM ISPYTANIQM�

pRIM E R 
�
� pODBRASYWAETSQ PRAWILXNAQ MONETA I REGISTRIRU�
ETSQ STORONA �GERB ILI RE�KA� MONETY� KOTORAQ OBRA�ENA K NABL��
DATEL� POSLE EE PADENIQ� pROSTRANSTWO � SOSTOIT IZ DWUH TO�EK�
�� � g �WYPAL GERB� I �� � r �WYPALA RE�KA�� l�BOE SOBYTIE A W

�TOM PRIMERE QWLQETSQ LIBO �LEMENTARNYM� LIBO DOSTOWERNYM�

pRIM E R 
��� pRAWILXNAQ MONETA PODBRASYWAETSQ DWA RAZA ILI�
�TO ODNO I TO VE� PODBRASYWA�TSQ DWE MONETY� pROSTRANSTWO � SODER�
VIT �ETYRE TO�KI� gg �gr �rg �rr � sOBYTIE A � fgr �rgg OZNA�A�
ET� �TO MONETY WYPALI NA RAZNYE STORONY� I� O�EWIDNO� NE QWLQETSQ
�LEMENTARNYM SOBYTIEM� iNTERESNO� �TO NA RANNEM �TAPE STANOWLE�
NIQ TEORII WEROQTNOSTEJ �TO SOBYTIE RASSMATRIWALOSX KAK �LEMEN�
TARNOE �TO ESTX POLAGALOSX � � fgg � A�rrg�� I �TO PRIWODILO K WE�
ROQTNOSTNOJ MODELI REZULXTATOW ISPYTANIJ DWUH PRAWILXNYH MONET�
KOTORAQ PROTIWORE�ILA NABL�DAEMOJ �ASTOTE �LEMENTARNYH ISHODOW�

pRIM E R 
��� bROSAETSQ IGRALXNAQ KOSTX I REGISTRIRUETSQ �ISLO
WYPAW�IH O�KOW �NOMER GRANI IGRALXNOJ KOSTI�� pROSTRANSTWO �LE�

�



MENTARNYH ISHODOW SOSTOIT IZ �ESTI �LEMENTOW �i � i� i � 
� � � � � ��
pRIMER SOSTAWNOGO SOBYTIQ� A � f�� � �g � WYPALO �ETNOE �ISLO O��
KOW�

pRIM E R 
�� bROSA�TSQ DWE IGRALXNYE KOSTI� pROSTRANSTWO �LE�
MENTARNYH ISHODOW MOVNO PREDSTAWITX W WIDE MATRICY � � k�i� j�k�
i� j � 
� � � � � �� pRIMER SOSTAWNOGO SOBYTIQ� SUMMA O�KOW BOLX�E 
��
POQWLENIE �TOGO SOBYTIQ WOZMOVNO LI�X PRI �LEMENTARNYH ISHODAH

�	���� ���	�� ������

pRIM E R 
�	� pODBRASYWA�TSQ n MONET� pROSTRANSTWO � SODER�
VIT �n �LEMENTOW� L�BOJ �LEMENTARNYJ ISHOD � IMEET WID �SLOWA��
SOSTOQ�EGO IZ BUKW g I r� NAPRIMER� rggrr � � � grg � pRIMER SO�
STAWNOGO SOBYTIQ� SOSTOQ�EGO IZ Ck

n �LEMENTARNYH ISHODOW� �WYPALO
k GERBOW��

pRIM E R 
��� mONETA PODBRASYWAETSQ DO PERWOGO POQWLENIQ GER�
BA� pROSTRANSTWO � SOSTOIT IZ S�ETNOGO �ISLA �LEMENTOW WIDA �i �
r � � �r g � W KOTORYH NA�ALXNYE r POWTORQ�TSQ i � 
 RAZ� i � 
� �� � � �
pRIMER SOSTAWNOGO SOBYTIQ� OSU�ESTWLENIE KOTOROGO SOPRQVENO S PO�
QWLENIEM ODNOGO IZ �ETYREH �LEMENTARNYH ISHODOW�� �GERB POQWILSQ
DO PQTOGO PODBRASYWANIQ MONETY��

pRIM E R 
��� nABL�DATELX FIKSIRUET �ISLO METEOROW� POQWIW�
�IHSQ W ZADANNOM SEKTORE NEBESNOGO SWODA W TE�ENIE FIKSIROWANNOGO

PROMEVUTKA WREMENI� pOSKOLXKU NE PREDSTAWLQETSQ WOZMOVNYM OGRA�
NI�ITX SWERHU �ISLO WOZMOVNYH POQWLENIJ METEOROW� TO ESTESTWENNO
OTOVDESTWITX �� S MNOVESTWOM WSEH NEOTRICATELXNYH CELYH �ISEL

f�� 
� � � � �g� TO ESTX POLOVITX �k � k� pRIMER SOSTAWNOGO SOBYTIQ�
A � f
� � � � �g � �NABL�DALSQ PO KRAJNEJ MERE ODIN METEOR��

eSLI OGRANI�ITXSQ RASSMOTRENIEM PROSTRANSTW �LEMENTARNYH IS�
HODOW� SOSTOQ�IH IZ NE BOLEE �EM S�ETNOGO �ISLA �LEMENTOW� TO PO�
STROENIE WEROQTNOSTNOJ MODELI PO SU�ESTWU SOSTOIT W ZADANII RAS�

PREDELENIQ WEROQTNOSTEJ NA PROSTRANSTWE �� W SOOTWETSTWII S KO�
TORYM KAVDOMU �LEMENTARNOMU ISHODU � � � STAWITSQ W SOOTWEST�
WIE �ISLO p���� NAZYWAEMOE WEROQTNOSTX� �LEMENTARNOGO SOBYTIQ

�� pOSTULIRUETSQ� �TO � � p��� � 
� KAKOWO BY NI BYLO � � �� IX
��� p��� � 
� wEROQTNOSTX L�BOGO SOSTAWNOGO SOBYTIQ A WY�ISLQ�
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ETSQ PO FORMULE

P �A� �
X
��A

p����

�ISLO P �A� INTERPRETIRUETSQ KAK OTNOSITELXNAQ �ASTOTA POQWLE�
NIQ SOBYTIQ A W STATISTI�ESKOM �KSPERIMENTE� SOSTOQ�EM IZ DOSTA�
TO�NO BOLX�OGO �ISLA ISPYTANIJ� oPIRAQSX NA �TU INTERPRETACI��
LEGKO POSTROITX RASPREDELENIE WEROQTNOSTEJ W PRIMERAH 
�
�
���
eSLI PODBRASYWAETSQ �PRAWILXNAQ� �SIMMETRI�NAQ� MONETA �SM�

PRIMER 
�
�� TO ESTESTWENNO OPREDELITX WEROQTNOSTI �LEMENTARNYH

ISHODOW IZ USLOWIQ SIMMETRII I POLOVITX p�g � � p�r� � 
��� �TO
BLESTQ�E PODTWERVDAETSQ REZULXTATAMI STATISTI�ESKIH �KSPERIMEN�
TOW �SM� TABLICU 
�� oDNAKO UVE PRI PODBRASYWANII DWUH MONET �PRI�
MER 
��� U �ASTI NEISKU�ENNYH ISSLEDOWATELEJ WOZNIKAET VELANIE NA�
RU�ITX USLOWIE SIMMETRII I PRIPISATX ISHODAM gg I rr MENX�U�

WEROQTNOSTX� �EM gr ILI rg� w ISTORII STOHASTIKI IZWESTEN TAKVE

PARADOKS� OSNOWANNYJ NA NEKORREKTNOM OPREDELENII PROSTRANSTWA ��
KOGDA SOSTAWNOE SOBYTIE A � fgr �rgg TRAKTOWALOSX KAK �LEMEN�
TARNOE I� SLEDUQ �AKSIOME SIMMETRII�� UTWERVDALOSX� �TO p�gg � �
p�rr� � p�A� � 
��� pOSKOLXKU REZULXTATY OPYTOW PROTIWORE�I�
LI TAKOJ WEROQTNOSTNOJ MODELI �NABL�DENIQ POKAZYWALI� �TO p�A� �

��� p�gg � � p�rr� � 
��� TO UKAZANNYJ FENOMEN OB�QWLQLSQ PARAD�
OKSOM TEORII WEROQTNOSTEJ� NAD RAZRE�ENIEM KOTOROGO BILISX MNOGIE
IZWESTNYE MATEMATIKI I ESTESTWOISPYTATELI� W TOM �ISLE I WELIKIJ
dALAMBER� wSE RAZ�QSNILOSX TOLXKO POSLE �ETKOGO MATEMATI�ESKOGO
OPREDELENIQ NEZAWISIMOSTI SOBYTIJ� mY POZNAKOMIMSQ S �TIM FUN�
DAMENTALXNYM PONQTIEM TEORII WEROQTNOSTEJ NESKOLXKO POZDNEE� A
POKA� SLEDUQ PRINCIPU SIMMETRII� PRIPI�EM KAVDOMU IZ �ETYREH

�LEMENTARNYH ISHODOW� NABL�DAEMYH PRI PODBRASYWANII DWUH MO�
NET� ODNU I TU VE WEROQTNOSTX 
�� kAK UVE GOWORILOSX WY�E� �TA WE�
ROQTNOSTNAQ MODELX SOGLASUETSQ S REZULXTATAMI NABL�DENIJ �ASTOT

�LEMENTARNYH ISHODOW W SOOTWETSTWU��EM STATISTI�ESKOM �KSPERI�
MENTE� SOSTOQ�EM IZ BOLX�OGO �ISLA ISPYTANIJ DWUH PRAWILXNYH

MONET�
�TOBY ZAKON�ITX S ISPYTANIQMI PRAWILXNYH MONET� OBRATIMSQ

SRAZU K PRIMERU 
�	� GDE �LEMENTARNYJ ISHOD FORMIRUETSQ IZ REZULX�
TATOW PODBRASYWANIJ n MONET� w �TOJ SITUACII UBEDITX WY�EUPOMQ�
NUTOGO �NEISKU�ENNOGO ISSLEDOWATELQ� W RAWNOWEROQTNOSTI WSEH �LE�

�



MENTARNYH ISHODOW PRAKTI�ESKI NEWOZMOVNO� nAPRIMER� S�ITAETSQ�
�TO �LEMENTARNYJ ISHOD gggggggggg IMEET ZNA�ITELXNO MENX�U�

WEROQTNOSTX POQWLENIQ� �EM ISHOD rrgrgggrrg �ZDESX n � 
��� �TO
�ISTO PSIHOLOGI�ESKIJ FENOMEN� SWQZANNYJ S NEOSOZNANNOJ PODMENOJ
�TIH DWUH �LEMENTARNYH ISHODOW DWUMQ SOSTAWNYMI SOBYTIQMI� A �
WSE MONETY WYPALI ODNOJ STORONOJ �SOBYTIE� SOSTOQ�EE IZ DWUH �LE�
MENTARNYH ISHODOW� I B � HOTQ BY ODNA MONETA WYPALA NE TOJ STO�
RONOJ� �TO WSE OSTALXNYE �SOBYTIE� SOSTOQ�EE IZ �n � � ISHODOW�� pO
�TOJ VE PRI�INE ABSOL�TNOE BOLX�INSTWO POKUPATELEJ LOTEREJNYH

BILETOW OTKAVUTSQ OT BILETA� NOMER KOTOROGO SOSTOIT IZ ODINAKOWYH
CIFR� HOTQ� O�EWIDNO� WSE BILETY IME�T ODINAKOWYJ �ANS BYTX WYIG�
RY�NYMI� w POSLEDNEM LEGKO UBEDITXSQ� NABL�DAQ� KAK PROISHODIT
ROZYGRY� LOTEREJNYH BILETOW� TO ESTX KAK OBESPE�IWAETSQ RAWNOWE�
ROQTNOSTX BILETOW WNE ZAWISIMOSTI OT IH NOMEROW� iTAK� W PRIMERE

�	 WEROQTNOSTNAQ MODELX OPREDELQETSQ WEROQTNOSTQMI p��� � ��n�
KAKOWO BY NI BYLO � � �� w SOOTWETSTWII S �TOJ� PODTWERVDAEMOJ
REALXNYMI STATISTI�ESKIMI �KSPERIMENTAMI� MODELX� WEROQTNOSTI

UPOMQNUTYH SOBYTIJ A I B RAWNY SOOTWETSTWENNO 
��n�� I 
�
��n���
nAPRIMER� PRI n � 
� P �A� � 
�	
�� A P �B� � 	

�	
�� TAK �TO SO�
BYTIE B PROISHODIT W 	

RAZA �A�E� �EM SOBYTIE A�
pRINCIP �SIMMETRII� TAKVE PRIMENQETSQ I W POSTROENII WERO�

QTNOSTNOJ MODELI ISPYTANIJ PRAWILXNOJ KOSTI �PRIMERY 
�� I 
���
eSTESTWENNO� WSE GRANI IME�T ODINAKOWU� WEROQTNOSTX WYPADENIQ� W
SOOTWETSTWII S �EM p��� � 
�� W PRIMERE 
�� I p��� � 
��� W PRI�
MERE 
��� KAKOWO BY NI BYLO � � �� oDNAKO NE SLEDUET IZLI�NE DO�
WERQTX �TOJ MODELI NA PRAKTIKE� KOGDA WAM PRIDETSQ IGRATX W KOSTI

S PRIQTELEM ILI W KAZINO� pRI RASKOPKAH EGIPETSKIH PIRAMID BYLI
NAJDENY IGRALXNYE KOSTI SO SME�ENNYM CENTROM TQVESTI� TAK �TO
E�E ZA TYSQ�ELETIQ DO NA�EJ �RY NAHODILISX �WESXMA ISKU�ENNYE
ISPYTATELI�� SPOSOBNYE UPRAWLQTX �ASTOTOJ �LEMENTARNYH ISHODOW�
rASPREDELENIE WEROQTNOSTEJ W PRIMERE 
�� MOVNO POLU�ITX� IS�

POLXZUQ TE VE RASSUVDENIQ� �TO I W PRIMERAH 
�
� 
�� I 
�	� dEJSTWI�
TELXNO� OSU�ESTWLENIE �LEMENTARNOGO ISHODA �� OZNA�AET WYPADENIE

GERBA W ODNOKRATNOM PODBRASYWANII MONETY� TAK �TO �SM� PRIMER 
�
�
p� � p���� � 
��� �LEMENTARNYJ ISHOD �� SOWPADAET S �LEMENTARNYM

ISHODOM rg W PRIMERE 
��� SLEDOWATELXNO� p� � p���� � 
�� nAKONEC�
PRI PROIZWOLXNOM n � 
� �� � � �� ISPOLXZUQ WEROQTNOSTX �LEMENTARNOGO

�



ISHODA rr � � � � �rg �PERWYE n�
 ISPYTANIJ ZAKON�ILISX WYPADENIEM
RE�KI� A PRI n�OM ISPYTANII WYPAL GERB� W PRIMERE 
�	� POLU�AEM
pn � p��n� � ��n� zAWER�IW POSTROENIE WEROQTNOSTNOJ MODELI� UBE�
DIMSQ W SPRAWEDLIWOSTI RAWENSTWA

�X
n��

pn �
�X
n��

��n � 
�

iTAK� PRI POSTROENII WEROQTNOSTNYH MODELEJ W PRIMERAH 
�
�
��
MY SU�ESTWENNO ISPOLXZOWALI FIZI�ESKU� PRIRODU OB�EKTOW� S KOTO�
RYMI PROWODILISX �KSPERIMENTY� � MONETA I KOSTX BYLI �PRAWILX�
NYMI��SIMMETRI�NYMI�� I TOLXKO �TO SWOJSTWO POZWOLILO NAM PRI�
PISATX ODINAKOWYE WEROQTNOSTI WSEM �LEMENTARNYM ISHODAM� eSLI
PODBRASYWAETSQ GNUTAQ MONETA� TO OPREDELITX WEROQTNOSTX p WYPA�
DENIQ GERBA� ISPOLXZUQ URAWNENIQ� OPISYWA��IE DINAMIKU POLETA

WRA�A��EJSQ NEPRAWILXNOJ MONETY I ZAKONOMERNOSTI EE UPRUGOGO

STOLKNOWENIQ S POWERHNOSTX�� PREDSTAWLQET SOBOJ WESXMA SLOVNU� I

WRQD LI RAZRE�IMU� ZADA�U� sLEDUET TAKVE OTMETITX� �TO ESLI p
IZWESTNO� NO NE RAWNO 
��� TO MY NE W SOSTOQNII NAJTI RASPREDELENIE

WEROQTNOSTEJ W PRIMERAH 
�� I 
�	 S MNOGOKRATNYM PODBRASYWANIEM

MONETY� POKA NE FORMALIZOWANO PONQTIE NEZAWISIMOSTI ISPYTANIJ

MONETY�
eSLI TEPERX OBRATITXSQ K PRIMERU 
��� TO W SWETE WY�ESKAZANNOGO

STANOWITSQ PONQTNYM� �TO POSTROENIE WEROQTNOSTNOJ MODELI �ISLEN�
NOSTI METEOROW NEWOZMOVNO BEZ PRIWLE�ENIQ ZNANIJ OB IH RASPREDE�
LENII W OKOLOZEMNOM PROSTRANSTWE� U�ETA �FFEKTA WRA�ENIQ zEMLI
W INTENSIWNOSTI POQWLENIQ METEOROW� RAZDELENIQ METEORNYH QWLENIJ
NA �POTOKI� I �SPORADI�ESKIJ FON�� u�ITYWAQ NA�I BOLEE �EM SKUD�
NYE POZNANIQ W TEORII WEROQTNOSTEJ� SLEDUET PRIZNATX� �TO RE�ENIE
�TOJ ZADA�I NAM POKA �NE PO ZUBAM�� i WSE VE� PREDWOSHI�AQ NA�
�I DALXNEJ�IE POSTROENIQ� NAIBOLEE L�BOPYTNYM I NETERPELIWYM

SOOB�U� �TO POSLE U�ETA �FFEKTA WRA�ENIQ zEMLI RASPREDELENIE ME�
TEOROW W SPORADI�ESKOM FONE WYRAVAETSQ FORMULOJ

pk � p��k� �
�ke��

k�
� k � �� 
� � � �

mY ZAWER�IM �TOT PARAGRAF RE�ENIEM NEKOTORYH ZADA�� W KOTO�
RYH ISPOLXZU�TSQ MODELI� OSNOWANNYE NA RAWNOWEROQTNOSTI �LEMEN�
TARNYH ISHODOW� wSE �TI ZADA�I� TAK ILI INA�E� SWODQTSQ K PODS�ETU

�



�ISLA �LEMENTARNYH ISHODOW� WLEKU�IH NEKOTOROE SOBYTIE A� OPRE�
DELENIE WEROQTNOSTI �TOGO SOBYTIQ I SOSTAWLQET PREDMET ZADA�I�

z AD A� A 
�
� bROSA�TSQ DWE PRAWILXNYE KOSTI� nAJTI WEROQT�
NOSTX TOGO� �TO SUMMA WYPAW�IH O�KOW BOLX�E ��
w SOOTWETSTWII S RASPREDELENIEM WEROQTNOSTEJ� POLU�ENNYM W PRI�

MERE � WSE �� �LEMENTARNYH ISHODOW IME�T ODINAKOWU� WEROQTNOSTX


���� TAK �TO DLQ RE�ENIQ ZADA�I DOSTATO�NO PODS�ITATX �ISLO CE�
LYH RE�ENIJ NERAWENSTWA x � y � � ILI OBRATITXSQ K MATRICE �LE�
MENTARNYH ISHODOW k�i�jk� WYDELIW W NEJ �LEMENTY S i� j � �� SOSTAW�
LQ��IE ISKOMOE SOBYTIE A�

�
BBBBBBBBBBBB�
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�
CCCCCCCCCCCCA

�ISLO �BLAGOPRIQTNYH� DLQ SOBYTIQ A ISHODOW �ONI WYDELENY VIR�
NYM �RIFTOM� RAWNO �
��������
� OTKUDA P �A� � �
��� � ��
��
iTAK� ESLI WAM PREDLOVAT IGRATX W KOSTI� GDE STAWKA IDET NA SUMMU
O�KOW BOLX�E � ILI NA PROTIWOPOLOVNOE SOBYTIE i� j � �� TO SLE�
DUET STAWITX NA PERWOE SOBYTIE � W SREDNEM ODIN RAZ IZ DWENADCATI

STAWOK WY BUDETE POLU�ATX DOPOLNITELXNYJ WYIGRY� PO SRAWNENI�

S WA�IM PARTNEROM PO IGRE�

z AD A� A 
��� �WEROQTNOSTNAQ ZADA�A �EWALXE DE mERE�� oDIN IZ
SOZDATELEJ SOWREMENNOJ TEORII MATEMATI�ESKOJ STATISTIKI 	�nEJ�
MAN UTWERVDAET� �TO OSNOWATELQMI TEORII STATISTI�ESKIH RE�ENIJ
SLEDUET S�ITATX TEH AZARTNYH IGROKOW� KOTORYE WPERWYE STALI RAS�
�ITYWATX �ANSY OPREDELENNYH STAWOK PRI IGRE W KOSTI� KARTY I

T�P�� I W SWQZI S �TIM IZLAGAET NEKOTORYE FRAGMENTY IZ PEREPISKI

b�pASKALQ S ODNIM IZ TAKIH IGROKOW� nIVE PRIWODITSQ WYDERVKA IZ
WWODNOGO KURSA 	�nEJMANA PO TEORII WEROQTNOSTEJ I MATEMATI�ES�
KOJ STATISTIKE�

�w KONCE SEMNADCATOGO WEKA ODIN FRANCUZSKIJ WELXMOVA 
EWALXE

DE mERE� IZWESTNYJ IGROK W AZARTNYE IGRY� W �ASTNOSTI W KOSTI� ZA�
INTERESOWALSQ WOZMOVNOSTX� WY�ISLITX MATEMATI�ESKI� KAK SLEDUET

��



DELATX STAWKI� eGO INTERESOWALA IGRA� SOSTOQ�AQ IZ � BROSANIJ PA�
RY KOSTEJ� pO PRAWILAM IGRY STAWITX MOVNO BYLO ILI NA POQWLENIE

�DWOJNOJ �ESTERKI� PO KRAJNEJ MERE ODIN RAZ W � BROSANIQH� ILI
PROTIW �TOGO REZULXTATA�
wY�ISLENIQ 
EWALXE DE mERE PRIWELI EGO K ZAKL��ENI�� �TO W

DLINNOM RQDE IGR �DWOJNAQ �ESTERKA� DOLVNA POQWLQTXSQ �HOTX ODIN
RAZ� BOLEE �EM W PQTIDESQTI PROCENTAH WSEH IGR I �TO PO�TOMU WYGOD�
NO STAWITX NA POQWLENIE DWOJNOJ �ESTERKI� hOTQ 
EWALXE DE mERE

BYL UWEREN W PRAWILXNOSTI SWOIH WY�ISLENIJ� ON SOMNEWALSQ W NADEV�
NOSTI MATEMATIKI I PROIZWEL O�ENX DLINNYJ RQD OPYTOW S BROSANI�
EM KOSTEJ� ��TOT �MPIRI�ESKIJ METOD PRIMENQETSQ I TEPERX I NOSIT
NAZWANIE �METOD mONTE�kARLO��� oKAZALOSX� �TO �ASTNOSTX DWOJNOJ
�ESTERKI W RQDU IGR MENX�E PQTIDESQTI PROCENTOW� pOLU�IW �TOT
REZULXTAT� DE mERE RASSWIREPEL I NAPISAL IZWESTNOMU FRANCUZSKOMU
MATEMATIKU pASKAL� PISXMO� UTWERVDA��EE� �TO MATEMATIKA KAK

NAUKA NIKUDA NE GODITSQ� I PR� pISXMO �TO BYLO NASTOLXKO QROSTNYM
I WMESTE S TEM ZABAWNYM� �TO POPALO W ISTORI��
pASKALX RASSMOTREL ZADA�U 
EWALXE DE mERE� I OTWET EGO GLASIL�

ESLI KOSTI �PRAWILXNYE�� TO OTNOSITELXNAQ �ASTOTA IGR S HOTQ BY

ODNOJ DWOJNOJ �ESTERKOJ RAWNA ���
� tAKIM OBRAZOM� OKAZALOSX� �TO
MATEMATI�ESKIE WYKLADKI 
EWALXE DE mERE BYLI O�IBO�NY� A EGO
�MPIRI�ESKIJ REZULXTAT SOGLASUETSQ S TEORIEJ��KONEC CITATY��
pRIWEDEM RE�ENIE ZADA�I DE mERE� DANNOE pASKALEM�
pROSTRANSTWO �LEMENTARNYH SOBYTIJ � W �TOJ ZADA�E SOSTOIT IZ

���� RAWNOWEROQTNYH ISHODOW� sLEDOWATELXNO� DLQ RE�ENIQ ZADA�I DO�
STATO�NO PODS�ITATX �ISLO �LEMENTARNYH ISHODOW� WLEKU�IH SOBYTIE
A � DWOJNAQ �ESTERKA POQWILASX HOTQ BY ODIN RAZ� oDNAKO NESOMNEN�
NO PRO�E PODS�ITATX �ISLO ISHODOW DLQ PROTIWOPOLOVNOGO SOBYTIQ

Ac � NI ODNO IZ BROSANIJ DWUH KOSTEJ NE ZAKON�ILOSX POQWLENIEM

DWOJNOJ �ESTERKI� o�EWIDNO� �ISLO TAKIH ISHODOW RAWNO �	��� OTKUDA
�ISLO ISHODOW� BLAGOPRIQTSTWU��IH SOBYTI� A� RAWNO ���� � �	�� I
P �A� � 
�

�
��
��

���
� ���
�

mOVNO PREDPOLOVITX� �TO DE mERE NAPRQMU�� NE ZNAQ� PO WSEJ WI�
DIMOSTI� FORMULY BINOMIALXNYH KO�FFICIENTOW� PODS�ITYWAL� SKO�
LXKO �LEMENTARNYH ISHODOW BLAGOPRIQTSTWUET ODNOKRATNOMU POQWLE�
NI� DWOJNOJ �ESTERKI� POTOM DWUKRATNOMU� I TAK DALEE DO �� A POTOM
SLOVIL �TI �ISLA� pROIZWESTI WSE �TI DEJSTWIQ S MNOGOZNA�NYMI �IS�

��



LAMI I PRI �TOM NE O�IBITXSQ� WRQD LI PO PLE�U DAVE FRANCUZSKOMU
WELXMOVE� iZ WSEJ �TOJ ISTORII MY DOLVNY SDELATX ODIN PRAKTI�ES�
KI WAVNYJ PRI RE�ENII ZADA� WYWOD� PEREHOD K PROTIWOPOLOVNOMU
SOBYTI� I ISPOLXZOWANIE O�EWIDNOJ FORMULY

P �A� � 
� P �Ac�

MOVET ZNA�ITELXNO UPROSTITX RE�ENIE WEROQTNOSTNOJ ZADA�I� SWQ�
ZANNOJ S KOMBINATORNYMI WYKLADKAMI�

lEKCIQ �

z AD A� A 
��� �GIPERGEOMETRI�ESKOE RASPREDELENIE WEROQTNOSTEJ��
sU�ESTWUET DOWOLXNO BOLX�OJ KLASS ZADA� �LEMENTARNOJ TEORII WE�
ROQTNOSTEJ� KOTORYE MOVNO INTERPRETIROWATX W RAMKAH TAK NAZYWA�
EMOJ URNOWOJ SHEMY� SOBYTIE� WEROQTNOSTX KOTOROGO NEOBHODIMO WY�
�ISLITX� MOVNO TRAKTOWATX KAK REZULXTAT SLU�AJNOGO WYBORA �AROW
RAZLI�NOJ RASCWETKI IZ URNY� pROSTEJ�AQ IZ TAKIH URNOWYH SHEM SO�
STOIT W SLEDU��EM� iZ URNY� SODERVA�EJM �ERNYH I N�M BELYH�
�AROW SLU�AJNYM OBRAZOM OTBIRAETSQ n �AROW� kAKOWA WEROQTNOSTX�
�TO WYBORKA SODERVIT m �ERNYH �AROW �SOBYTIE A��
w �TOM �KSPERIMENTE PROSTRANSTWO �LEMENTARNYH SOBYTIJ SOSTO�

IT IZ Cn
N ISHODOW ��ARY ODINAKOWOGO CWETA NE RAZLI�A�TSQ�� I SLU�

�AJNOSTX OTBORA OZNA�AET� �TO �LEMENTARNYE ISHODY IME�T ODNU I

TU VE WEROQTNOSTX 
�Cn
N � sLEDOWATELXNO� RE�ENIE ZADA�I SWODITSQ K

PODS�ETU �ISLA WYBOROK IZ n �AROW� KOTORYE SODERVAT m �ERNYH I

n�m BELYH� o�EWIDNO�

max��� n� �N �M�� � m � min�n�M��� �
�

ESLI OB�EM WYBORKI n PREWY�AET �ISLO �ERNYH �AROW M� TO MY NE

SMOVEM WYBRATX BOLEE �EM M �ERNYH� I ESLI n BOLX�E� �EM �ISLO

BELYH �AROW N �M� TO �ISLO m �ERNYH �AROW W WYBORKE NE MOVET

BYTX MENX�E n� �N �M��
iZ M �ERNYH �AROW WYBIRAETSQ m �AROW TOGO VE CWETA� I �IS�

LO WSEWOZMOVNYH SPOSOBOW TAKOGO WYBORA RAWNO Cm
M � aNALOGI�NO� IZ

N � M BELYH �AROW n � m �AROW TOGO VE CWETA MOVNO WYBRATX

Cn�m
N�M SPOSOBAMI� sLEDOWATELXNO� OB�EE �ISLO ISHODOW� BLAGOPRIQT�

STWU��IH SOBYTI� A� RAWNO Cm
M � Cn�m

N�M � I ISKOMAQ WEROQTNOSTX

P �A� �
Cm
MC

n�m
N�M

Cn
N

� ���

�	



gOWORQT� �TO FORMULA ��� OPREDELQET GIPERGEOMETRI�ESKOE RAS�

PREDELENIE CELO�ISLENNOJ SLU�AJNOJ WELI�INY X� PRINIMA��EJ ZNA�
�ENIE IZ OBLASTI �
�� � WEROQTNOSTX pm � P �X � mjN�M�n� RAWNA
PRAWOJ �ASTI ��� PRI L�BOM m IZ OBLASTI �
� I

P
pm PO WSEM m� UDOW�

LETWORQ��IM �
�� RAWNA 
�
pRIWEDEM NESKOLXKO PRIMEROW NA PRIMENENIQ GIPERGEOMETRI�ESKO�

GO RASPREDELENIQ WEROQTNOSTEJ�


� wYIGRY� W LOTEREE sPORTLOTO �� IZ ���� w NA�ALE ���H GODOW
POLU�ILA RASPROSTRANENIE RAZNOWIDNOSTX LOTEREI� NOSQ�AQ NAZWA�
NIE �SPORTLOTO�� u�ASTNIK LOTEREI IZ � WIDOW SPORTA� OBOZNA�EN�
NYH PROSTO CIFRAMI� NAZYWAET �ESTX� wYIGRY� OPREDELQETSQ TEM�
SKOLXKO NAIMENOWANIJ ON UGADAL IZ �ESTI DRUGIH NAIMENOWANIJ� KO�
TORYE BYLI ZARANEE WYDELENY KOMISSIEJ� sPRA�IWAETSQ� KAKOWA WE�
ROQTNOSTX TOGO� �TO U�ASTNIK UGADAET WSE �ESTX NAIMENOWANIJ� PQTX
NAIMENOWANIJ I T�D�
nETRUDNO WIDETX� �TO �TO ESTX NE �TO INOE� KAK ZADA�A O GIPER�

GEOMETRI�ESKOM RASPREDELENII� GDE N � �� M � � �UGADYWAEMYE
NOMERA � �ERNYE �ARY�� n � � I m�� 
� � � � � �� � �ISLO UGADANNYH

NOMEROW� wEROQTNOSTX UGADATX m NOMEROW RAWNA

P �X � mj�� �� �� �
Cm
� C

��m
��

C�
�	

�

nAPRIMER� WEROQTNOSTX MAKSIMALXNOGO WYIGRY�A �m � �� RAWNA

C�
�C
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�	 � 
�C�

�	 � ������� � ��� � 
����

�TO MENX�E ODNOJ DESQTIMILLIONNOJ��� � �ANSY NA WYIGRY� NI�
�TOVNY�

�� kAK WYTA�ITX �S�ASTLIWYJ� BILET NA ZKZAMENE	 gRUPPA IZ N
STUDENTOW SDAET �KZAMEN� NA KOTOROM KAVDOMU STUDENTU PREDLAGAETSQ
WYBRATX NAUGAD ODIN IZ N BILETOW� sTUDENT pETROW ZNAET M�� N�
BILETOW� I S�ITAET� �TO ESLI ON POJDET SDAWATX �KZAMEN PERWYM� TO
�ANSOW �WYTQNUTX� S�ASTLIWYJ BILET U NEGO NESOMNENNO BOLX�E� �EM
ESLI ON POJDET OTWE�ATX POSLEDNIM �EGO DOWODY W POLXZU �TOGO � �WSE
S�ASTLIWYE BILETY BUDUT RAZOBRANY��� pRAW LI pETROW�
eSLI pETROW POJDET PERWYM� TO WEROQTNOSTX WYBORA S�ASTLIWOGO

BILETA RAWNA� O�EWIDNO� M�N� eSLI VE pETROW IDET POSLEDNIM� TO

�




MY MOVEM PRI RAS�ETE WEROQTNOSTI WOSPOLXZOWATXSQ GIPERGEOMETRI�
�ESKIM RASPREDELENIEM P �X � M�
jN�M�N�
� � PRED�ESTWU��IE
pETROWU N�
 STUDENTOW �OB�EM WYBORKI n � N�
� DOLVNY WYBRATX

ROWNO m � M�
 S�ASTLIWYH BILETOW� I TOGDA pETROWU� KOTORYJ SDA�
ET POSLEDNIM� DOSTANETSQ S�ASTLIWYJ BILET� iMEEM

P �X � M � 
jN�M�N � 
� �
CM��
M C

�N����M��
N�M

CN��
N

�
CM��
M

CN��
N

�
M

N
�

TAK �TO �ANSY WYBRATX S�ASTLIWYJ BILET ODINAKOWY� nETRUDNO� PRO�
IZWODQ ANALOGI�NYE WYKLADKI� UBEDITXSQ� �TO �ANSY WYBRATX S�AST�
LIWYJ BILET WOOB�E NE ZAWISQT OT TOGO� KAKIM PO S�ETU PRIDET pET�
ROW NA �KZAMEN� � ONI WSEGDA ODNI I TE VE M�N�

��oCENKA �ISLENNOSTI ZAMKNUTOJ POPULQCII VIWOTNYH 
METOD MAK�
SIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ� pREDYDU�IE DWA PRIMERA ILL�STRIROWA�
LI PRIMENENIE WEROQTNOSTNOJ MODELI GIPERGEOMETRI�ESKOGO RASPRE�
DELENIQ K RE�ENI�� TAK NAZYWAEMYH� PRQMYH ZADA� TEORII WEROQT�
NOSTEJ� ZNAQ PARAMETRY MODELI N� M I n� MY OPREDELQLI WEROQT�
NOSTI SOBYTIJ� SWQZANNYH SO ZNA�ENIQMI SLU�AJNOJ WELI�INY X� nO
W ESTESTWENNYH NAUKAH �FIZIKA� BIOLOGIQ� �KONOMIKA I PR�� OBY�NO
PRIHODITSQ RE�ATX OBRATNYE ZADA�I � NABL�DAQ ZNA�ENIQ SLU�AJNOJ
WELI�INY X� ISSLEDOWATELX STREMITSQ SDELATX OPREDELENNOE ZAKL��
�ENIE O NEIZWESTNYH PARAMETRAH WEROQTNOSTNOJ MODELI� rE�ENIEM
TAKIH OBRATNYH ZADA� ZANIMAETSQ RODSTWENNAQ TEORII WEROQTNOSTEJ

NAUKA MATEMATI�ESKAQ STATISTIKA� sLEDU��IJ PRIMER ILL�ST�
RIRUET ODIN IZ TIPI�NYH METODOW RE�ENIQ ZADA�I PO OCENKE PARA�
METRA WEROQTNOSTNOJ MODELI�
pROBLEMA SOSTOIT W OPREDELENII �ISLENNOSTI N RYB� VIWU�IH NA

MOMENT NABL�DENIQ W ZAMKNUTOM WODOEME� SKAVEM� W PRUDU RYBOWOD�
NOGO HOZQJSTWA� dLQ OPREDELENIQ �TO�NEE� PRIBLIVENNOJ OCENKI� N
ISSLEDOWATELX OTLAWLIWAET ZADANNOE KOLI�ESTWO M RYB� METIT IH

KAKIM�LIBO SPOSOBOM I WOZWRA�AET W PRUD� pO ISTE�ENII NEKOTOROGO
PROMEVUTKA WREMENI� KOGDA� PO EGO MNENI�� ME�ENYE RYBY �PEREME�
�ALISX� S DRUGIMI OBITATELQMI PRUDA� ON SNOWA OTLAWLIWAET FIKSI�
ROWANNOE KOLI�ESTWO n RYB �W MATEMATI�ESKOJ STATISTIKE �TA PRO�
CEDURA NAZYWAETSQ IZWLE�ENIEM WYBORKI OB�EMA n IZ GENERALXNOJ SO�
WOKUPNOSTI� I PODS�ITYWAET �ISLO m OTME�ENNYH RYB� POPAW�IH WO
WTOROJ ULOW� w RAMKAH GIPERGEOMETRI�ESKOJ MODELI TAKOGO �KSPERI�

��



MENTA MY RASPOLAGAEM ZNA�ENIQMI PARAMETROW M I n� ZNAEM REZULX�
TAT m NABL�DENIQ SLU�AJNOJ WELI�INY X� NO NE ZNAEM ZNA�ENIQ PA�
RAMETRA N GIPERGEOMETRI�ESKOGO RASPREDELENIQ P �X � mjN�M�n��
oDIN IZ OSNOWNYH METODOW RE�ENIQ OBRATNYH ZADA� TEORII WEROQT�

NOSTEJ �ZADA� MATEMATI�ESKOJ STATISTIKI�� KOTORYJ NAZYWAETSQ ME�
TODOM MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ� SOSTOIT W WYBORE TAKOGO ZNA�E�
NIQ �N PARAMETRA N� KOTOROE SOOTWETSTWUET MAKSIMUMU WEROQTNOSTI
NABL�DAEMOGO ISHODA m W NABL�DENII X� oSNOWNOJ DOWOD W POLXZU

TAKOGO POWEDENIQ STATISTIKA SOSTOIT W PROSTOM VITEJSKOM NABL��
DENII� ESLI PROISHODIT KAKOE�LIBO SOBYTIE� TO �TO SOBYTIE DOLVNO
IMETX BOLX�U� WEROQTNOSTX PO SRAWNENI� S DRUGIMI ISHODAMI STA�
TISTI�ESKOGO �KSPERIMENTA�
iTAK� METOD MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ PREDLAGAET W KA�ESTWE

OCENKI NEIZWESTNOGO ZNA�ENIQ N ��ISLENNOSTI RYB W PRUDU� WZQTX
RE�ENIQ SLEDU��EJ ZADA�I NA �KSTREMUM�

�N � argmax
N

Cm
MC

n�m
N�M

Cn
N

�

rE�ITX �TU ZADA�U MOVNO S POMO�X� OPREDELENIQ ZNA�ENIQ N� PRI
KOTOROM PROISHODIT SMENA NERAWENSTWA

Cm
MC

n�m
N�M

Cn
N

�
Cm
MC

n�m
N���M

Cn
N��

NA OBRATNOE� iSPOLXZUQ IZWESTNU� FORMULU DLQ WY�ISLENIQ BINOMI�
ALXNYH KO�FFICIENTOW� NAHODIM� �TO �TO NERAWENSTWO �KWIWALENTNO
�N � 
�m � nM� OTKUDA POLU�AEM OCENKU MAKSIMALXNOGO PRAWDOPO�
DOBIQ DLQ �ISLENNOSTI RYB W PRUDU�

�N �
�
n
M

m

�
�

lEGKO ZAMETITX� �TO TAKAQ OCENKA SOGLASUETSQ S PROSTYMI RASSUV�
DENIQMI TIPA� �ESLI PRI POWTORNOM OTLOWE Q OBNARUVIL POLOWINU

OTME�ENNYH RYB� TO W PRUDU IH W DWA RAZA BOLX�E� �EM Q POJMAL��

z AD A� A 
�� gEOMETRI�ESKIE WEROQTNOSTI� ZADA�A O WSTRE�E�

dWA �ELOWEKA DOGOWORILISX WSTRETITXSQ W TE�ENIE OPREDELENNOGO �A�
SA� pREDLAGAETSQ� �TO MOMENT PRIHODA KAVDOGO IZ WSTRE�A��IHSQ NE
ZAWISIT OT NAMERENIJ DRUGOGO I IMEET �RAWNOMERNOE� RASPREDELENIE

��



W NAZNA�ENNOM PROMEVUTKE WSTRE�I �� MINUT �MOMENT PRIHODA SLU�
�AEN�� pRI�ED�IJ PERWYM VDET DRUGOGO TOLXKO 
� MINUT� POSLE �EGO
UHODIT �WSTRE�A NE SOSTOQLASX�� kAKOWA WEROQTNOSTX WSTRE�I�
�TO ODNA IZ TIPI�NYH ZADA� GEOMETRI�ESKOJ WEROQTNOSTI� DLQ

RE�ENIQ KOTOROJ ISPOLXZUETSQ SLEDU��AQ MATEMATI�ESKAQ FORMALI�
ZACIQ PONQTIQ �SLU�AJNOSTI� MOMENTA PRIHODA� rASSMOTRIM BOLEE

OB�U� �I BOLEE ABSTRAKTNU�� ZADA�U� w �WKLIDOWOM PROSTRANSTWE Rn

WYDELQETSQ ZAMKNUTAQ OBLASTX � KONE�NOJ LEBEGOWOJ MERY ����� nA
OBLASTX � SLU�AJNO BROSAETSQ TO�KA� I TREBUETSQ OPREDELITX WERO�
QTNOSTX TOGO� �TO TO�KA POPADET W PODMNOVESTWO S � �� eSTESTWEN�
NO FORMALIZWATX PONQTIE �SLU�AJNOSTI� W TERMINAH NEZAWISIMOSTI
WEROQTNOSTI POPADANIQ TO�KI W S OT POLOVENIQ �TOGO MNOVESTWA W
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DOLVNA RAWNQTXSQ EDINICE� TAK �TO WEROQTNOSTX POPADANIQ W MNOVES�
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iSPOLXZUEM �TOT METOD W RE�ENII ZADA�I O WSTRE�E� zDESX � �

KWADRAT ������ MNOVESTWO S � POLOSA WDOLX DIAGONALI KWADRATA� KO�
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KAK WEROQTNOSTI �LEMENTARNOGO ISHODA � � �� rASPREDELENIE WEROQT�
NOSTEJ SLEDUET OPREDELQTX S POMO�X� FUNKCIJ NA PODMNOVESTWAH ��
PRI�EM �TI FUNKCII DOLVNY BYTX NORMIROWANNYMI MERAMI � WERO�
QTNOSTX WSEGO � DOLVNA RAWNQTXSQ EDINICE� I P �S� DOLVNA OBLADATX
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x�� wEROQTNOSTNOE PROSTRANSTWO

aKSIOMATI�ESKOE POSTROENIE TEORII WEROQTNOSTEJ NA�INAETSQ S

FORMALIZACII �OPISANIQ� PROSTRANSTWA � �LEMENTARNYH ISHODOW �

NEKOTOROGO STATISTI�ESKOGO �KSPERIMENTA� oPREDELENNYE �SM�NIVE�
PODMNOVESTWA PROSTRANSTWA � NAZYWA�TSQ SOBYTIQMI� GOWORQT� �TO
PROIZO�LO SOBYTIE A�� ��� ESLI STATISTI�ESKIJ �KSPERIMENT ZAKON�
�ILSQ �LEMENTARNYM ISHODOM � � A� nAD SOBYTIQMI A� KAK PODMNO�
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MNOVESTWENNYE
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INTERPRETACIQ

� � MNOVESTWO PROSTRANSTWO �LEMEN�
TARNYH ISHODOW� DOS�

TOWERNOE SOBYTIE

� � �LEMENT � �LEMENTARNYJ IS�
HOD �KSPERIMENTA� �LE�
MENTARNOE SOBYTIE

�

A � PODMNOVESTWO MNO�
VESTWA �

SOBYTIE

� � PUSTOE MNOVESTWO NEWOZMOVNOE SOBYTIE

A � B � PODMNOVESTWO
A ESTX �ASTX �PRINAD�
LEVIT� B

SOBYTIE A WLE�ET SO�
BYTIE B
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Ac � DOPOLNENIE PODMNO�
VESTWA A DO �

SOBYTIE A NE

PROIZO�LO

A�B � OB�EDINENIE POD�
MNOVESTW A I B

pROIZO�LO PO KRAJNEJ

MERE ODNO IZ SOBYTIJ

A ILI B

A �B � PERESE�ENIE POD�
MNOVESTW A I B

pROIZO�LI ODNOWREME�
NNO OBA SOBYTIQ

A I B

AnB � RAZNOSTX	 IZ POD�
MNOVESTWA A WY�ITAETSQ

PODMNOVESTWO B

pROIZO�LO SOBYTIE A�
W TO WREMQ KAK SO�
BYTIE B NE PROIZO�LO

A � B 
 � � MNOVESTWA

A I B NE IME�T OB�IH
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SOBYTIQ A I B
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��� iSPOLXZUQ METOD INDUKCII� LEGKO POKAZATX� �TO DLQ L�BOGO
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 �� �� � � � WKL��ENIE fAi� i 
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��� �TO SWOJSTWO SLEDUET IZ O�EWIDNOGO RAWENSTWA A n B 
 A �

Bc �RAZNOSTX MNOVESTW OZNA�AET� �TO � ODNOWREMENNO PRINADLEVIT

DOPOLNENI� MNOVESTWA B I MNOVESTWU A��

tAKIM OBRAZOM� BULEWA ALGEBRA SODERVIT �EDINICU� �� �NOLX� � I
ZAMKNUTA OTNOSITELXNO KONE�NOGO �ISLA OPERACIJ OB�EDINENIQ� PERE�
SE�ENIQ I WY�ITANIQ �WZQTIQ DOPOLNENIQ�	

pRIM E RY B U L E WYH A L G E B R� ��sAMAQ �TONKAQ� BULEWA AL�
GEBRA	 MNOVESTWO P��� WSEWOZMOVNYH PODMNOVESTW PROSTRANSTWA ��
WKL��AQ PUSTOE MNOVESTWO �� KAK PODMNOVESTWO L�BOGO A � �� ��
sAMAQ �GRUBAQ� BULEWA ALGEBRA A 
 f���g� �� bULEWA ALGEBRA� PO�
ROVDENNAQ SOBYTIEM A 	 A 
 f���� A�Acg�

oPREDELENIE ���� wEROQTNOSTX� P NA BULEWOJ ALGEBRE A POD�
MNOVESTW � NAZYWAETSQ OTOBRAVENIE A W OTREZOK ��� ��� OBLADA��EE
SLEDU��IMI SWOJSTWAMI	

�P�� NORMIRUEMOSTX	 P ��� 
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SLEDU��IMI SWOJSTWAMI
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TI OTNOSITELXNO MONOTONNOJ SHODIMOSTI

lim
n��

P �An� 
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NEPRERYWNOSTI �P�� WEROQTNOSTI P� sLU�AJ An � A RASSMATRIWAETSQ
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 An�AnAn��
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TOLXKO OTNOSITELXNO OB�EDINENIQ S�ETNOGO �ISLA SWOIH �LEMENTOW�
NO I OTNOSITELXNO IH PERESE�ENIQ�
wSEGDA SU�ESTWUET HOTQ BY ODNA ��ALGEBRA PODMNOVESTW L�BOGO

PROSTRANSTWA �� NAPRIMER� TAKOWOJ QWLQETSQ SOWOKUPNOSTX P��� WSE�
WOZMOVNYH PODMNOVESTW �� WKL��AQ � �SAMAQ �TONKAQ� BULEWA AL�
GEBRA � SM� PRIMER ��� wSPOMINAQ NA�I RASSUVDENIQ O POPOLNENII

BULEWOJ ALGEBRY PREDELAMI MONOTONNYH �PO WKL��ENI�� POSLEDOWA�
TELXNOSTEJ EE �LEMENTOW� WWEDEM

oPREDELENIE ���� nAIMENX�AQ ��ALGEBRA B�A�� SODERVA�AQ BULE�
WU ALGEBRU A� NAZYWAETSQ ��ALGEBROJ� POROVDENNOJ BULEWOJ ALGEBROJ
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iZ KURSA ANALIZA WAM HORO�O IZWESTNA ZNAMENITAQ TEOREMA O PRO�
DOLVENII MERY� w TERMINAH WEROQTNOSTNOJ MERY ONA FORMULIRUETSQ

SLEDU��IM OBRAZOM

tEOREMA �O PRODOLVENII WEROQTNOSTI	� l�BAQ WEROQTNOSTX

P� ZADANNAQ NA BULEWOJ ALGEBRE A� IMEET EDINSTWENNOE PRODOLVENIE

NA POROVDENNU� A ��ALGEBRU B�A��

oPREDELENIE ��
� pARA ��� A�� SOSTOQ�AQ IZ PROSTRANSTWA �LE�
MENTARNYH ISHODOW � I BULEWOJ ��ALGEBRY A EE PODMNOVESTW� NAZYWA�
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x�� uSLOWNAQ WEROQTNOSTX I NEZAWISIMOSTX SOBYTIJ

lEKCIQ �

pONQTIE WEROQTNOSTNOGO PROSTRANSTWA IGRAET FUNDAMENTALXNU�

ROLX W PRILOVENIQH TEORII WEROQTNOSTEJ� POSKOLXKU �TO � MATEMA�
TI�ESKAQ FORMALIZACIQ WEROQTNOSTNOJ MODELI� zNAQ RASPREDELENIE

WEROQTNOSTEJ� MY W SOSTOQNII OPTIMIZIROWATX SWOE POWEDENIE PRI

�IGRE� S PRIRODOJ� PROIZWODQ �STAWKI� NA TE SOBYTIQ IZ SIGMA�ALGEB�
RY A� KOTORYE OBLADA�T NAIBOLX�EJ WEROQTNOSTX�� dALXNEJ�AQ OP�
TIMIZACIQ TAKOJ IGRY OBY�NO OSU�ESTWLQETSQ ZA S�ET DOPOLNITELX�
NOJ INFORMACII� KOTOROJ MOVET RASPOLAGATX IGROK� I U�ET TAKOJ

INFORMACII OSU�ESTWLQETSQ W TERMINAH TAK NAZYWAEMOJ USLOWNOJ

WEROQTNOSTI� �TOBY UQSNITX SMYSL �TOGO NOWOGO DLQ NAS PONQTIQ�
RASSMOTRIM SLEDU��IJ PROSTOJ PRIMER�
bROSAETSQ PRAWILXNAQ KOSTX I NAS INTERESUET SOBYTIE A � WYPA�

LO � O�KOW� aPRIORI WEROQTNOSTX �TOGO SOBYTIQ RAWNA 	
�� NO PUSTX
MY RASPOLAGAEM DOPOLNITELXNOJ INFORMACIEJ� �TO WYPALO �ETNOE

KOLI�ESTWO O�KOW �SOBYTIE B�� w TAKOM SLU�AE WEROQTNOSTX SOBYTIQ

A DOLVNA UWELI�ITXSQ� I DLQ EE PERES�ETA MY DOLVNY RASSMOTRETX

SUVENNOE PROSTRANSTWO �LEMENTARNYH ISHODOW B � f�� �� �g� w SOOT�
WETSTWII S RASPREDELENIEM WEROQTNOSTEJ NA ISHODNOM PROSTRANSTWE

�LEMENTARNYH ISHODOW  � f	� �� �� �� �� �g WEROQTNOSTX P �B� SOBYTIQ
B �ILI� �TO TO VE� WEROQTNOSTNAQ MERA NOWOGO PROSTRANSTWA �LEMEN�
TARNYH ISHODOW B� RAWNA 	
�� uSLOWIE �PROIZO�LO SOBYTIE B� DE�
LAET PROSTRANSTWO �LEMENTARNYH ISHODOW B DOSTOWERNYM SOBYTIEM�
I� SLEDOWATELXNO� MY DOLVNY PRIPISATX EMU WEROQTNOSTX EDINICA� A
WEROQTNOSTI p��� � p��� � p��� � 	�� OSTALXNYH ISHODOW IZ B PRO�
NORMIROWATX � RAZDELITX NA MERU P �B� � P �B� � 	��� tAKIM OB�
RAZOM� USLOWNOE RASPREDELENIE NA B SLEDUET WY�ISLQTX PO FORMULE

p�� � B� � P �f�g � B��P �B�� iTAK� ISKOMAQ WEROQTNOSTX SOBYTIQ

A PRI USLOWII� �TO PROIZO�LO SOBYTIE B� �USLOWNAQ WEROQTNOSTX�
RAWNA P �A jB� � P �A �B��P �B��

oPREDELENIE ���� uSLOWNAQ WEROQTNOSTX SOBYTIQ A OTNOSI�

TELXNO SOBYTIQ B �BOLEE DLINNAQ I USTAREW�AQ TERMINOLOGIQ � WE�
ROQTNOSTX A PRI USLOWII� �TO PROIZO�LO B� OPREDELQETSQ FORMU�

��



LOJ

P �A jB� �
P �A �B�

P �B�
�

ESLI P �B� �� ��
pOSLEDNEE USLOWIE� KASA��EESQ WEROQTNOSTI SOBYTIQ B� QWLQETSQ

WESXMA WAVNYM W DANNOM OPREDELENII USLOWNOJ WEROQTNOSTI� I MY

POKA NE RASPOLAGAEM TEHNI�ESKIMI WOZMOVNOSTQMI DLQ OPREDELENIQ

USLOWNOJ WEROQTNOSTI OTNOSITELXNO SOBYTIQ S NULEWOJ WEROQTNOSTX�

EGO OSU�ESTWLENIQ� sTANOWLENIE TEORII WEROQTNOSTEJ KAK MATEMATI�
�ESKOJ DISCIPLINY WO MNOGOM BYLO SWQZANO S POPYTKOJ DATX KORREKT�
NOE OPREDELENIE USLOWNOJ WEROQTNOSTI OTNOSITELXNO L�BOGO �LEMENTA

��ALGEBRY� I IMENNO �TO UDALOSX SDELATX aNDRE� nIKOLAEWI�U kOL�
MOGOROWU W ���H GODAH XX STOLETIQ� �TO PRIWELO K ISKL��ITELXNO

BURNOMU RAZWITI� STOHASTI�ESKIH DISCIPLIN I RAS�IRENI� OBLAS�
TI IH PRIMENENIQ�
wWEDEM TEPERX ODNO IZ WAVNEJ�IH PONQTIJ TEORII WEROQTNOSTEJ�

KOTOROE� PO SU�ESTWU� WYDELQET EE W SAMOSTOQTELXNU� DISCIPLINU

IZ OB�EJ TEORII MERY� eSLI OKAZYWAETSQ� �TO USLOWNAQ WEROQTNOSTX
SOBYTIQ A OTNOSITELXNO SOBYTIQ B RAWNA BEZUSLOWNOJ WEROQTNOSTI

SOBYTIQ A� TO ESTX P �A jB� � P �A�B��P �B� � P �A�� TO ESTESTWENNO
SKAZATX� �TO A NE ZAWISIT OT B� oKAZYWAETSQ� �TO W TAKOM SLU�AE

I B NE ZAWISIT OT A� TO ESTX SOBYTIQ A I B WZAIMNO NEZAWISIMY�
POSKOLXKU P �B jA� � P �A �B��P �A� � P �A�P �B��P �A� � P �B� I� W
SILU NEZAWISIMOSTI A OT B �SM� PREDYDU�EE RAWENSTWO�� P �A�B� �
P �A�P �B��� iTAK� MY PRI�LI K SLEDU��EMU OPREDELENI� WZAIMNOJ

NEZAWISIMOSTI SOBYTIJ�

oPREDELENIE ���� sOBYTIQ A I B NAZYWA�TSQ NEZAWISIMYMI�
ESLI

P �A �B� � P �A�P �B��

lEGKO PONQTX� �TO NESOWMESTNYE SOBYTIQ ZAWISIMY� dEJSTWITELX�
NO� SPRAWEDLIWO

pREDLOVENIE ���� eSLI A� B � NESOWMESTNYE SOBYTIQ� PRI�EM
P �A� � � I P �B� � �� TO P �A � B� �� P �A�P �B� �SOBYTIQ A I B
ZAWISIMY��

��



dOK A Z A T E L X S T W O� dLQ NESOWMESTNYH SOBYTIJ WEROQTNOSTX IH

ODNOWREMENNOGO POQWLENIQ P �A � B� � P ��� � �� I� W TO VE WRE�
MQ� W SILU NENULEWOJ WEROQTNOSTI POQWLENIQ KAVDOGO IZ SOBYTIJ�
P �A�P �B� �� ��

pRIWEDEM PRIMER NEZAWISIMYH SOBYTIJ�

pRIM E R ��	� oBRATIMSQ K �KSPERIMENTU S DWUKRATNYM PODBRA�
SYWANIEM PRAWILXNOJ MONETY �SM� PRIMER 	���� W KOTOROM PROSTRAN�
STWO �LEMENTARNYH ISHODOW  � fgg �gr �rg �rrg NADELQETSQ RAW�
NOMERNYM RASPREDELENIEM WEROQTNOSTEJ� p��� � 	�� PRI L�BOM � �
� pOKAVEM� �TO WYPADENIE GERBA PRI WTOROM PODBRASYWANII NE ZAWI�
SIT OT TOGO� �TO GERB WYPAL PRI PERWOM BROSANII MONETY� rASSMOT�
RIM DWA SOBYTIQ� A � fgg �grg � PRI PERWOM BROSANII POQWLQETSQ

GERB I B � fgg �rgg � WTOROE ISPYTANIE MONETY ZAKON�ILOSX WYPA�
DENIEM GERBA� I POKAVEM� �TO �TI SOBYTIQ NEZAWISIMY� dEJSTWITELX�
NO� P �A� � 	��� P �B� � 	��� P �A � B� � P �gg � � 	�� � P �A�P �B��

rASPROSTRANIM TEPERX PONQTIE NEZAWISIMOSTI NA SOWOKUPNOSTI SO�
BYTIJ�

oPREDELENIE ���� sOBYTIQ SEMEJSTWA C � fAi� i � Ig NAZYWA�TSQ
NEZAWISIMYMI W SOWOKUPNOSTI ILI SOWMESTNO NEZAWISIMYMI� ESLI

P

�
� k�
j��

Aij

�
A �

kY
j��

P
�
Aij

�
�

KAKOW BY NI BYL KONE�NYJ NABOR SOBYTIJ Ai�� � � � � Aik � k � �� IZ SOWO�
KUPNOSTI C�

pOKAVEM� �TO POPARNAQ NEZAWISIMOSTX SOBYTIJ� P �Ai �Aj� �
P �Ai�P �Aj�� ESLI i �� j� NE WLE�ET� WOOB�E GOWORQ� SOWMESTNU� NEZAWI�
SIMOSTX SOBYTIJ A�� � � � � An�

pRIM E R ��� �pIRAMIDKA bERN�TEJNA�� pRAWILXNAQ �ETYREHGRA�
NNAQ PIRAMIDA� KOTORAQ PRI BROSANII S ODINAKOWOJ WEROQTNOSTX��
RAWNOJ 	
�� PADAET NA L�BU� IZ �ETYREH GRANEJ� RASKRA�IWAETSQ W
TRI CWETA� oDNA GRANX POKRYWAETSQ KRASNYM CWETOM ��LEMENTARNYJ
ISHOD ���K�� DRUGAQ � ZELENYM ����Z�� TRETXQ � SINIM ����S�� A �ET�
WERTAQ ����M� DELITSQ NA TRI �ASTI� KAVDAQ IZ KOTORYH ZAKRA�IWA�
ETSQ SWOIM CWETOM � KRASNYM� ZELENYM I SINIM�

��



rASSMOTRIM TRI SOBYTIQ� A � fK �Mg � PIRAMIDA UPALA GRANX��
SODERVA�EJ KRASNYJ CWET� B � fZ�Mg � ZELENYJ CWET� C � fS�Mg �
SINIJ CWET� kAVDOE IZ �TIH SOBYTIJ SODERVIT PO DWA RAWNOWEROQT�
NYH ISHODA� PO�TOMU P �A� � P �B� � P �C� � 	��� eSLI �TI SOBYTIQ
NEZAWISIMY� TO� SOGLASNO OPREDELENI� ���� DOLVNO WYPOLNQTXSQ RA�
WENSTWO P �A �B � C� � P �A�P �B�P �C� � 	��� oDNAKO W NA�EM SLU�
�AE ODNOWREMENNOE OSU�ESTWLENIE WSEH TREH SOBYTIJ WOZMOVNO LI�X

PRI POQWLENII EDINSTWENNOGO �LEMENTARNOGO ISHODA �� � M� TAK �TO
P �A�B�C� � p�M� � 	�� �� 	��� iTAK� SOBYTIQ A� B I C ZAWISIMY�
w TO VE WREMQ SOBYTIQ A� B I C POPARNO NEZAWISIMY� dEJST�

WITELXNO� P �A � B� � p�M� � 	�� � P �A�P �B�� I TO�NO TAKIE VE

RAWENSTWA SPRAWEDLIWY DLQ OSTALXNYH PAR SOBYTIJ�

rASPROSTRANIM TEPERX PONQTIE NEZAWISIMOSTI NA KLASSY SOBYTIJ�
fIKSIRUEM NEKOTOROE WEROQTNOSTNOE PROSTRANSTWO �� A� P � I WWEDEM

oPREDELENIE ���� bULEWY PODALGEBRY �ILI ��PODALGEBRY� A�� � � �
� � � �An BULEWOJ ��ALGEBRY A NAZYWA�TSQ NEZAWISIMYMI W SOWOKUPNOS�

TI� ESLI DLQ L�BOGO NABORA SOBYTIJ A�� � � � � An IZ SOOTWETSTWU��IH

ALGEBR WYPOLNQETSQ RAWENSTWO

P

�
� n�

�

Ai

�
A �

nY
�

P �Ai�� �	�

zAMETIM� �TO W SLU�AE BULEWYH PODALGEBR FORMULA �	�� OPREDELQ�
��AQ IH NEZAWISIMOSTX� SODERVIT SOBYTIQ� WZQTYE ODNOWREMENNO IZ
WSEH ALGEBR� � NE RASSMATRIWA�TSQ WSEWOZMOVNYE RAZLI�NYE NABO�
RY PODALGEBR� tAKIE NABORY W �	� POLU�A�TSQ AWTOMATI�ESKI� ESLI
NEKOTORYE IZ Ai � � A DOSTOWERNOE SOBYTIE  PRINADLEVIT WSEM

PODALGEBRAM ��ALGEBRY A�

pRIM E R ��� �NEZAWISIMYH BULEWYH PODALGEBR�� oPREDELENIE NE�
ZAWISIMOSTI BULEWYH ALGEBR POZWOLQET DATX STROGOE MATEMATI�ESKOE

OBOSNOWANIE NEZAWISIMOSTI REZULXTATA O�EREDNOGO ISPYTANIQ PRA�
WILXNOJ MONETY OT TOGO� KAKIMI ISHODAMI ZAKON�ILISX PREDYDU�IE
ISPYTANIQ� ILI OT TOGO� �TO BUDET W BUDU�EM� rASSMOTRIM� KAK I W
PRIMERE 	��� STATISTI�ESKIJ �KSPERIMENT� W KOTOROM REGISTRIRU�T�
SQ REZULXTATY n ISPYTANIJ PRAWILXNOJ MONETY� pUSTX A � BULEWA

��



ALGEBRA WSEWOZMOVNYH PODMNOVESTW PROSTRANSTWA  �LEMENTARNYH

ISHODOW �TOGO �KSPERIMENTA� �ISLO KOTORYH RAWNO �n� w SOOTWETSTWII

S WEROQTNOSTNOJ MODELX�� OBOSNOWANIE KOTOROJ BYLO DANO W x	� RAS�
PREDELENIE WEROQTNOSTEJ fP �A�� A � Ag NA BULEWOJ ALGEBRE A OPRE�
DELQETSQ SLEDU��IM OBRAZOM� P �A� RAWNA �ISLU �LEMENTARNYH IS�
HODOW� SODERVA�IHSQ W SOBYTII A� PODELENNOE NA �n� rASSMOTRIM n
PODALGEBR A�� � � � �An BULEWOJ ALGEBRY A� GDE Ai POROVDAETSQ PROTIWO�
POLOVNYMI SOBYTIQMI Ai � PRI i�OM ISPYTANII WYPAL GERB I Ac

i �
WYPALA RE�KA� TO ESTX Ai � fAi� A

c
i �� �g� i � 	� � � � � n� pOKAVEM� �TO

�TI PODALGEBRY NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI�
pUSTX B�� � � � � Bn � NEKOTORYJ NABOR �LEMENTOW �SOBYTIJ� IZ SOOT�

WETSTWU��IH PODALGEBR� tREBUETSQ POKAZATX� �TO

P

�
� n�

�

Bi

�
A �

nY
�

P �Bi�� ���

kAVDOE IZ SOBYTIJ Ai ILI Ac
i SOSTOIT IZ �n�� ISHODOW� PO�TOMU

P �Bi� � 	��� ESLI Bi � Ai ILI Ac
i � P �Bi� � 	� ESLI Bi � � I

P �Bi� � �� ESLI Bi � �� tAKIM OBRAZOM� ��� WYPOLNQETSQ TRIWIALX�
NYM OBRAZOM� ESLI HOTQ BY ODNO IZ Bi � �� DOSTOWERNYE SOBYTIQ
Bi �  PRI DOKAZATELXSTWE ��� MOVNO PROSTO IGNORIROWATX� TAK �TO
OSTALOSX UBEDITXSQ W SPRAWEDLIWOSTI ���� KOGDA WSE Bi RAWNY Ai ILI

Ac
i � i � 	� � � � � n� nO W TAKOM SLU�AE

Tn
�
Bi SOWPADAET S ODNIM IZ �LE�

MENTARNYH ISHODOW� WEROQTNOSTX KOTOROGO RAWNA ��n �ZNA�ENIE PRAWOJ
�ASTI ����� I TO VE ZNA�ENIE PRINIMAET LEWAQ �ASTX ���� POSKOLXKU WSE
P �Bi� � 	��� i � 	� � � � � n�

rASSMOTRENNYJ PRIMER UKAZYWAET NAM PUTX K POSTROENI� WEROQT�
NOSTNOJ MODELI STATISTI�ESKOGO �KSPERIMENTA S NEZAWISIMYMI IS�
PYTANIQMI �GNUTOJ� MONETY� DLQ KOTOROJ WEROQTNOSTX WYPADENIQ

GERBA OTLI�NA OT 	
�� eSTESTWENNO� TAKOGO RODA ISPYTANIQ OSU�EST�
WLQ�TSQ W PRAKTI�ESKOJ I NAU�NOJ DEQTELXNOSTI NE TOLXKO S GNUTOJ

MONETOJ � ISPYTANIQ S BINARNYMI ISHODAMI IME�T MESTO PRI KONT�
ROLE KA�ESTWA �IZDELIQ MOGUT BYTX KONDICIONNYMI I DEFEKTNYMI��
�PIDEMIOLOGI�ESKIH ISSLEDOWANIQH �WYBRANNAQ OSOBX IZ POPULQCII

INFICIROWANA ILI NET� I T�P� oB�AQ TEORIQ �KSPERIMENTOW S BINAR�
NYMI ISHODAMI BYLA RAZRABOTANA W XVII WEKE i�bERNULLI I PO�TOMU
NAZWANA EGO IMENEM�

��



sHEMA ISPYTANIJ bERNULLI� �KSPERIMENT SOSTOIT W NABL�DE�
NII n�� 	� ODNOTIPNYH OB�EKTOW� KAVDYJ IZ KOTORYH S ODINAKOWOJ
WEROQTNOSTX� p MOVET OBLADATX OPREDELENNYM PRIZNAKOM ILI NET�
eSLI i�YJ OB�EKT OBLADAET UKAZANNYM PRIZNAKOM� TO GOWORQT� �TO i�
OE ISPYTANIE ZAWER�ILOSX USPEHOM� I W VURNALE NABL�DENIJ PROTIW
i�GO OB�EKTA STAWITSQ CIFRA 	� OTSUTSTWIE PRIZNAKA �NEUDA�A� OTME�
�AETSQ CIFROJ �� i � 	� � � � � n� tAKIM OBRAZOM� REZULXTAT �KSPERIMENTA
MOVNO PREDSTAWITX W WIDE POSLEDOWATELXNOSTI x�� � � � � xn NABL�DENIJ
SLU�AJNYH INDIKATOROW X�� � � � � Xn � SLU�AJNYH WELI�IN� PRINIMA�
��IH ZNA�ENIE 	 S WEROQTNOSTX� p I � S WEROQTNOSTX� 	� p� w �TIH

OBOZNA�ENIQH WEROQTNOSTX TOGO� �TO PRI i�OM ISPYTANII Xi PRINQLO

ZNA�ENIE xi �RAWNOE � ILI 	�� MOVNO PREDSTAWITX FORMULOJ

P �Xi � xi� � pxi�	� p���xi� i � 	� � � � � n�

kAK I W ISPYTANIQH PRAWILXNOJ MONETY� PROSTRANSTWO  �LEMEN�
TARNYH ISHODOW RASSMATRIWAEMOGO �KSPERIMENTA SOSTOIT IZ �n �LE�
MENTOW WIDA x�� � � � � xn� pUSTX A � BULEWA ALGEBRA WSEWOZMOVNYH POD�
MNOVESTW  I A�� � � � �An � PODALGEBRY A� PRI�EM Ai POROVDAETSQ SO�
BYTIEM Xi � xi��� ILI 	�� i � 	� � � � � n� eSLI NAM a priori IZWEST�
NO� �TO KAK NABL�DAEMYE OB�EKTY� TAK I REZULXTATY NABL�DENIJ

NAD NIMI� NE OKAZYWA�T WLIQNIQ DRUG NA DRUGA� TO ESTESTWENNO FOR�
MALIZOWATX �TU APRIORNU� INFORMACI� W WIDE UTWERVDENIQ� �POD�
ALGEBRY A�� � � � �An NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI�� w TAKOM SLU�AE WE�
ROQTNOSTX KAVDOGO �LEMENTARNOGO ISHODA x�� � � � � xn SOWPADAET S WE�
ROQTNOSTX� ODNOWREMENNOGO OSU�ESTWLENIQ n NEZAWISIMYH SOBYTIJ

Xi � xi� i � 	� � � � � n I� SLEDOWATELXNO�

P �X� � x�� � � � � Xn � xn� �
nY
i��

P �Xi � xi� � p
Xn

�
xi�	� p�n�

Xn

�
xi�

pOLU�ENNOE RASPREDELENIE WEROQTNOSTEJ NA PROSTRANSTWE �LEMEN�
TARNYH ISHODOW  OBLADAET ODNOJ INTERESNOJ OSOBENNOSTX�� Cm

n IS�
HODOW� SODERVA�IH ODNO I TO VE KOLI�ESTWO m �

Xn

�
xi USPE�NYH

ISPYTANIJ� OBLADA�T ODINAKOWOJ WEROQTNOSTX� IH POQWLENIQ� RAW�
NOJ pm�	� p�n�m� rASSMOTRIM W SWQZI S �TIM SLU�AJNU� WELI�INU

X �
nX
�

Xi�

��



REZULXTAT NABL�DENIQ KOTOROJ m TRAKTUETSQ KAK �ISLO USPE�NYH

ISPYTANIJ W �KSPERIMENTE� nA PROSTRANSTWE ZNA�ENIJ m � �� 	� � � � � n
�TOJ SLU�AJNOJ WELI�INY POLU�AEM RASPREDELENIE WEROQTNOSTEJ� KO�
TOROE NAZYWAETSQ BINOMIALXNYM RASPREDELENIEM

P �X � m j p� n� � Cm
n p

m�	� p�n�m�

oTMETIM� �TO BINOMIALXNOE RASPREDELENIE SLUVIT APPROKSIMACI�
EJ GIPERGEOMETRI�ESKOGO RASPREDELENIQ PRI BOLX�IH ZNA�ENIQH N I

M �SM� ZADA�U � I FORMULU � W x	�� iMEET MESTO

pREDLOVENIE ���� eSLI W GIPERGEOMETRI�ESKOM RASPREDELENII

P �X � m jN�M�n� PARAMETRY N ��� M �� I PRI �TOM M�N �
p� TO DLQ WSEH FIKSIROWANNYH n I m

P �X � m jN�M�n� � P �X � m j p� n� � Cm
n p

m�	� p�n�m�

dOK A Z A T E L X S T W O LEGKO POLU�ITX� ISPOLXZUQ SLEDU��IE �LE�
MENTARNYE PREOBRAZOWANIQ GIPERGEOMETRI�ESKOJ WEROQTNOSTI�

P �X � m jN�M�n� �
Cm
MC

n�m
N�M

Cn
N

�

M �

m��M �m��
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	 ��M �m� 	� 	 	 	 �M � 	�M �	

��N �M � �n�m� � 	� 	 	 	 �N �M � 	��N �M��
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�
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lEKCIQ �

sLEDU��IE DWE FORMULY USLOWNOJ WEROQTNOSTI IGRA�T WAVNU�

ROLX PRI RE�ENII MNOGIH PRAKTI�ESKIH ZADA�� oBE FORMULY SWQZA�
NY S TAK NAZYWAEMOJ POLNOJ GRUPPOJ SOBYTIJ fB�� � � � � Bng� KOTORYE
NESOWMESTNY �Bi � Bj � �� i �� j� I W OB�EDINENII DA�T WSE PRO�
STRANSTWO �LEMENTARNYH ISHODOW � gOWORQT� �TO �TA GRUPPA SOBYTIJ
OPREDELQET RAZBIENIE � TAK KAK  �

Xn

�
Bi�

pREDLOVENIE ��� �fORMULA POLNOJ WEROQTNOSTI�� dLQ L��
BOGO SOBYTIQ A I POLNOJ GRUPPY SOBYTIJ fB�� � � � � Bng SPRAWEDLIWA

FORMULA

P �A� �
nX
i��

P �A jBi�P �Bi��

dOK A Z A T E L X S T W O NEMEDLENNO SLEDUET IZ SLEDU��EJ CEPO�KI

RAWENSTW� W KOTOROJ NA POSLEDNEM �TAPE ISPOLXZUETSQ FORMULA USLOW�
NOJ WEROQTNOSTI�

P �A� � P �A � � � P �A �
nX
�

Bi� �

P �
nX
�

A �Bi� �
nX
�

P �A �Bi� �
nX
�

P �AjBi�P �Bi��

pREDLOVENIE ��� �fORMULA bAJESA�� dLQ L�BOGO SOBYTIQ A
I POLNOJ GRUPPY SOBYTIJ fB�� � � � � Bng SPRAWEDLIWA FORMULA

P �Bk jA� �
P �A jBk�P �Bk�Xn

i��
P �A jBi�P �Bi�

�

dOK A Z A T E L X S T W O� w SILU FORMULY USLOWNOJ WEROQTNOSTI

P �A �Bk� � P �A jBk�P �Bk�� PO�TOMU

P �Bk jA� �
P �A �Bk�

P �A�
�
P �A jBk�P �Bk�

P �A��

pODSTAWLQQ W PRAWU� �ASTX POSLEDNEGO RAWENSTWA WMESTO P �A� EE WY�
RAVENIE PO FORMULE POLNOJ WEROQTNOSTI� POLU�AEM ISKOMU� FORMULU

bAJESA�
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z AM E � A N I E� wEROQTNOSTI P �B��� � � � � P �Bn� �ASTO NAZYWA�T AP�

RIORNYMI WEROQTNOSTQMI GRUPPY SOBYTIJ B�� � � � � Bn� W TO WREMQ KAK
USLOWNYE WEROQTNOSTI P �B� jA�� � � � � P �Bn jA� � APOSTERIORNYMI� PO�
LU�ENNYMI POSLE DOPOLNITELXNOGO �KSPERIMENTA� W KOTOROM PROIZO�
�LO SOBYTIE A� w SWQZI S �TIM FORMULA bAJESA NAZYWAETSQ TAKVE

FORMULOJ OBNOWLENIQ APRIORNYH WEROQTNOSTEJ�

pRIWEDEM NESKOLXKO ZADA�� RE�AEMYH S POMO�X� POLU�ENNYH FOR�
MUL USLOWNOJ WEROQTNOSTI�

z AD A� A ��	� iZ URNY� SODERVA�EJ � BELYH I � �ERNYH �ARA�
NAUGAD WYNIMA�T � �ARA I PEREKLADYWA�T W DRUGU� URNU� SODERVA�
�U� � BELYH I � �ERNYH �ARA� kAKOWA WEROQTNOSTX IMETX BELYJ �AR
PRI SLU�AJNOM WYBORE ODNOGO �ARA IZ WTOROJ URNY POSLE PEREKLADY�
WANIQ�
�TA ZADA�A RE�AETSQ OBY�NO S POMO�X� FORMULY POLNOJ WEROQT�

NOSTI� pUSTX A � SOBYTIE� OZNA�A��EE OTBOR BELOGO �ARA� oPREDE�
LIM POLNU� GRUPPU SOBYTIJ W SOOTWETSTWII S WOZMOVNYMI REZULX�
TATAMI PEREKLADYWANIQ� B� � fb �bg� B� � fb ��g � f� �bg� B� �
f� ��g� zDESX PERWAQ BUKWA W FIGURNYH SKOBKAH UKAZYWAET CWET �ARA
�b � BELYJ� � � �ERNYJ�� KOTORYJ BYL WYNUT IZ PERWOJ URNY PER�
WYM� A WTORAQ BUKWA � CWET WTOROGO �ARA� tERMIN �NAUGAD� OZNA�AET�
�TO WEROQTNOSTX WYNUTX �AR OPREDELENNOGO CWETA RAWNA OTNO�ENI�

�ISLA �AROW �TOGO CWETA K OB�EMU �ISLU �AROW W URNE� w TAKOM

SLU�AE� W SOOTWETSTWII S FORMULOJ USLOWNOJ WEROQTNOSTI� P �B�� �
P �b � b� � P �WTOROJ �AR BELYJ j PERWYJ �AR BELYJ�	P �PERWYJ
�AR BELYJ������� 	 ����� � ��	�� aNALOGI�NO� P �B�� � ����� 	 ����� �
����� 	 ����� � ��	� I P �B�� � ����� 	 �	��� � 	�	�� uSLOWNYE WEROQT�
NOSTI SOBYTIQ A WY�ISLQ�TSQ W SOOTWETSTWII S �ISLOM BELYH �AROW

WO WTOROJ URNE POSLE DOBAWLENIQ W NEE DWUH �AROW IZ PERWOJ URNY�
P �A jB�� � ��	�� P �A jB�� � ��	�� P �A jB�� � ��	�� fORMULA POLNOJ
WEROQTNOSTI DAET

P �A� �
�
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z AM E � A N I E K Z A D A � E ��	� sLEDUET OBRATITX OSOBOE WNIMANIE
NA PROSTRANSTWO  �LEMENTARNYH ISHODOW W �TOJ ZADA�E� � GLUBOKO

ZABLUVDAETSQ TOT� KTO NADELQET  WSEGO DWUMQ �LEMENTAMI b I ��

��



nA� �KSPERIMENT SOSTOQL NE TOLXKO W OTBORE �ARA IZ WTOROJ URNY �
PERED �TIM PROIZWODILSQ SLU�AJNYJ OTBOR DWUH �AROW IZ PERWOJ UR�
NY� I REZULXTAT �TOGO OTBORA WLIQL NA USLOWNU� WEROQTNOSTX WYBORA

BELOGO �ARA� pROSTRANSTWO  W DEJSTWITELXNOSTI SOSTOIT IZ WOSXMI

�LEMENTOW

bb�b b��b �b�b ���b
bb�� b��� �b�� ����

���

zDESX PERWYE DWE BUKWY DO TO�KI UKAZYWA�T CWET �AROW� WYNUTYH IZ
PERWOJ URNY� A BUKWA POSLE TO�KI � CWET �ARA� WYNUTOGO IZ WTOROJ
URNY POSLE PEREKLADYWANIQ� wY�ISLENIQ� PROWODIMYE W ���� PRED�
STAWLQ�T SOBOJ SUMMIROWANIE WEROQTNOSTEJ �LEMENTARNYH ISHODOW�
UKAZANNYH W PERWOJ STROKE TABLICY�
sLEDU��AQ ZADA�A UDIWITELXNO TO�NO ILL�STRIRUET NEDORAZUME�

NIQ� KOTORYE MOGUT WOZNIKNUTX IZ�ZA NEPRAWILXNOJ SPECIFIKACII

PROSTRANSTWA �LEMENTARNYH ISHODOW�

z AD A� A ���� �KSPERIMENTATOR RASPOLAGAET DWUMQ PARAMI �AROW
ODINAKOWOGO CWETOWOGO SOSTAWA b� I b�� iZ KAVDOJ PARY NAUGAD

WYBIRAETSQ PO ODNOMU �ARU I BROSAETSQ W URNU� GDE LEVIT BELYJ �AR�
iZ TREH �AROW W URNE NAUGAD OTBIRAETSQ ODIN� kAKOWA WEROQTNOSTX�
�TO WYNUT BELYJ �AR�
mY SNOWA NAHODIMSQ W SITUACII� SWQZANNOJ S PRIMENENIEM FOR�

MULY POLNOJ WEROQTNOSTI� GDE POLNAQ GRUPPA SOBYTIJ SOOTNOSIT�
SQ S WOZMOVNYM SOSTAWOM URNY� B��bbb �W URNE � BELYH �ARA��
B��bb��b�b �W URNE � BELYH� I B��b�� �W URNE 	 BELYJ�� pO�
SKOLXKU WEROQTNOSTX WYBORA �ARA OPREDELENNOGO CWETA IZ KAVDOJ

PARY RAWNA 	
� I WYBOR W KAVDOJ PARE OSU�ESTWLQETSQ NEZAWISIMO

OT REZULXTATA WYBORA W DRUGOJ� TO WEROQTNOSTI SOBYTIJ IZ POLNOJ

GRUPPY WY�ISLQ�TSQ O�ENX PROSTO� P �B�� � P �B�� � �	��� 	 �	��� �
	��� P �B�� � �	��� 	 �	��� � �	��� 	 �	��� � 	��� uSLOWNYE WEROQTNOSTI
OTBORA BELOGO �ARA PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM SOSTAWE URNY RAW�
NY P �A jB�� � 	� P �A jB�� � ���� P �A jB�� � 	��� tEPERX� ISPOLXZUQ
FORMULU POLNOJ WEROQTNOSTI� NAHODIM P �A� � 	 	�	��������� 	�	����
�	��� 	 �	��� � ���� eSLI IGNORIROWATX PROCESS SLU�AJNOGO FORMIRO�
WANIQ SOSTAWA URNY I S�ITATX� �TO MY IMEEM DELO S DWUHTO�E�NYM

PROSTRANSTWOM �LEMENTARNYH ISHODOW  � fb ��g� TO PRIHODIM K PA�
RADOKSALXNOMU WYWODU� SOSTAW URNY WSEGDA ODIN I TOT VE � DWA BELYH

�




I ODIN �ERNYJ�
nETRUDNO PONQTX� �TO W �TOJ ZADA�E PROSTRANSTWO �LEMENTARNYH

ISHODOW TO VE� �TO I W PREDYDU�EJ ZADA�E ��	 �DOPOLNITELXNYJ BE�
LYJ �AR FIKSIROWAN I EGO MOVNO NE U�ITYWATX PRI OPREDELENII ��
I NA�I WY�ISLENIQ P �A� SOSTOQT W SUMMIROWANII WEROQTNOSTEJ �LE�
MENTARNYH ISHODOW PERWOJ STROKI W TABLICE� PREDSTAWLQ��EJ PRO�
STRANSTWO �

z AD A� A ��� sTATISTI�ESKIJ KONTROLX KA�ESTWA� fORMULA
bAJESA IGRAET BOLX�U� ROLX W PLANIROWANII PROCEDUR GARANTIJNOGO

KONTROLQ KA�ESTWA WYPUSKAEMOJ PRODUKCII� pROIZWODITELX PRODUKTA
DOLVEN WYPOLNQTX OPREDELENNYE DOGOWORNYE OBQZATELXSTWA PERED PO�
TREBITELEM� KOTORYE� TAK ILI INA�E� SWODQTSQ K OGRANI�ENIQM NA DO�
L� NEKONDICIONNOJ PRODUKCII� POSTAWLQEMOJ POTREBITEL�� ILI� �TO
TO VE� DOLQ KONDICIONNOJ PRODUKCII DOLVNA BYTX DOSTATO�NO WYSO�
KOJ� oBESPE�ENIE �TIH OGRANI�ENIJ DOSTIGAETSQ S POMO�X� KONTRO�
LQ �KAK PRAWILO� WYBORO�NOGO� PROIZWODIMOJ PRODUKCII� pUSTX Qin

�DOLQ KONDICIONNOJ PRODUKCII SREDI IZGOTAWLIWAEMOJ PREDPRIQTI�
EM� oBY�NO �TA DOLQ NAZYWAETSQ WHODNYM UROWNEM KA�ESTWA� I NEOB�
HODIMOSTX KONTROLQ PRODUKCII OBUSLAWLIWAETSQ NEWYSOKIM ZNA�ENI�
EM Qin� KOTOROE NE UDOWLETWORQET POTREBITELQ� eSLI KONTROLX PRO�
DUKCII PROIZWODITSQ NA OSNOWE OBSLEDOWANIQ TOLXKO EE �ASTI �TAK
NAZYWAEMYJ WYBORO�NYJ ILI STATISTI�ESKIJ KONTROLX KA�ESTWA��
TO WOZNIKAET WEROQTNOSTX PRINQTIQ O�IBO�NOGO RE�ENIQ O KA�ESTWE

KONTROLIRUEMOGO PRODUKTA� S NEKOTOROJ WEROQTNOSTX� � PROCEDURA

KONTROLQ MOVET PROPUSTITX NEKONDICIONNYJ PRODUKT ILI� NAOBOROT�
S WEROQTNOSTX� � OTKLONITX KONDICIONNYJ� wEROQTNOSTX � NAZYWA�
ETSQ RISKOM POTREBITELQ� A WEROQTNOSTX � � RISKOM IZGOTOWITELQ�
sU�ESTWU�T METODY RAS�ETA �TIH RISKOW NA OSNOWE WEROQTNOSTNOJ

MODELI STATISTI�ESKOGO KONTROLQ� S KOTORYMI MY POZNAKOMIMSQ W

KURSE MATEMATI�ESKOJ STATISTIKI� zNAQ ZNA�ENIQ Qin� � I �� MOVNO�
ISPOLXZUQ FORMULU bAJESA� WY�ISLITX WYHODNOJ UROWENX KA�ESTWA

Qout � DOL� KONDICIONNOJ PRODUKCII� SREDI OTSYLAEMOJ POTREBITE�
L� POSLE KONTROLQ�
pUSTX B� � SOBYTIE� SOSTOQ�EE W TOM� �TO POSTUPIW�IJ NA KONT�

ROLX PRODUKT KONDICIONEN� A B� � Bc
� � PRODUKT �PLOHOJ�� w NA�IH

OBOZNA�ENIQH P �B�� � Qin� pUSTX� DALEE� A � UTWERVDENIE O KONDI�
CIONNOSTI PRODUKTA POSLE EGO KONTROLQ� tOGDA Qout � P �B� jA� �

��



WEROQTNOSTX KONDICIONNOSTI PRODUKTA PRI USLOWII� �TO ON PRO�EL

KONTROLX� nAKONEC� P �A jB�� � 	 � � I P �A jB�� � �� pO FORMULE
bAJESA

Qout � P �B� jA� �
P �A jB��P �B��

P �A jB��P �B�� � P �A jB��P �B��
�

�	� ��Qin

�	� ��Qin � ��	�Qin�
�

pROILL�STRIRUEM RAS�ETY� PROIZWODIMYE PO �TOJ FORMULE� NA OS�
NOWE KONKRETNYH �ISLOWYH DANNYH� pUSTX PREDPRIQTIE RABOTAET IZ
RUK WON PLOHO� Qin � ��	 ���� WYPUSKAEMOJ PRODUKCII NE UDOWLE�
TWORQET NORMAM KA�ESTWA�� NO NA PREDPRIQTII SU�ESTWUET DOWOLXNO

VESTKIJ KONTROLX� W KOTOROM RISK POTREBITELQ � � ���	� A RISK IZ�
GOTOWITELQ � � ��	� tOGDA WYHODNOJ UROWENX KA�ESTWA

Qout �
��� 	 ��	

��� 	 ��	 � ���	 	 ���
�
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I �TO SOWSEM NEPLOHO PO SRAWNENI� S TEM� �TO BYLO DO KONTROLQ�

��



x�� sLU�AJNYE WELI�INY I FUNKCII RASPREDELENIQ

lEKCIQ �

w PRIMENENIQH METODOW TEORII WEROQTNOSTEJ ISSLEDOWATELX �A�E

WSEGO IMEET DELO S �ISLOWYMI HARAKTERISTIKAMI NABL�DAEMOGO OB��
EKTA� KOTORYE QWLQ�TSQ FUNKCIQMI �LEMENTARNYH ISHODOW � SOSTOQ�
NIJ OB�EKTA� pRI ISPOLXZOWANII RAZLI�NYH HARAKTERISTIK WAVNYM
QWLQETSQ TO OBSTOQTELXSTWO� �TO WSE ONI OPREDELENY NA ODNOM I TOM

VE PROSTRANSTWE �� I ESLI MY PRISTUPAEM K POSTROENI� WEROQTNOST�
NOJ MODELI� NA OSNOWANII KOTOROJ BUDET POLU�ENO RASPREDELENIE NA�
BL�DAEMOJ HARAKTERISTIKI X � X���� TO MY DOLVNY PONIMATX� �TO
�TO RASPREDELENIE INDUCIROWANO ISHODNYM RASPREDELENIEM P NA ��
ALGEBRE A PODMNOVESTW �� nAPOMNIM� �TO TAKOGO RODA POSTROENIQ

PROWODILISX PRI WYWODE GIPERGEOMETRI�ESKOGO I BINOMIALXNOGO RAS�
PREDELENIJ�
iTAK� MY PRISTUPAEM K TEORII RASPREDELENIJ FUNKCIJ X � X���

NA PROSTRANSTWE �LEMENTARNYH ISHODOW� FIKSIRUQ NEKOTOROE WEROQT�
NOSTNOE PROSTRANSTWO ���A� P �� oBLASTX� ZNA�ENIJ FUNKCII X SLU�
VIT �WKLIDOWO PROSTRANSTWO R� I �TO PROSTRANSTWO QWLQETSQ NOWYM
PROSTRANSTWOM �LEMENTARNYH ISHODOW� pOSKOLXKU NAS� W OSNOWNOM� BU�
DUT INTERESOWATX WEROQTNOSTI POPADANIQ ZNA�ENIJ X W INTERWALY�
TO ESTESTWENNO RASSMOTRETX BULEWU �� ALGEBRU PODMNOVESTW R� POROV�
DENNU� WSEWOZMOVNYMI INTERWALAMI NA PRQMOJ R� kAK NAM IZWESTNO

IZ OB�EGO KURSA ANALIZA� TAKAQ ��ALGEBRA B� SOSTOQ�AQ IZ WSEWOZMOV�
NYH OB�EDINENIJ I PERESE�ENIJ S�ETNOGO �ISLA INTERWALOW� NAZYWA�
ETSQ BORELEWSKIM POLEM� I DLQ EE POSTROENIQ DOSTATO�NO RASSMOTRETX
OTKRYTYE INTERWALY WIDA ���� x��
wWEDEM IZMERIMOE PROSTRANSTWO �R�B� ZNA�ENIJ X I RASSMOTRIM

SLEDU��IJ� SOWER�ENNO ESTESTWENNYJ METOD 	NAWEDENIQ
 RASPREDELE�
NIQ PX NA B POSREDSTWOM WEROQTNOSTI P NA A� kAVDOMU BORELEWSKOMU
MNOVESTWU B � B SOPOSTAWIM EGO PROOBRAZ X���B� � f� � X��� �
Bg � �� eSLI X���B� � A� TO ESTESTWENNO OPREDELITX WEROQTNOSTX
POPADANIQ ZNA�ENIQ X W B KAK PX�B� � P �X���B��� fUNKCII� KOTO�
RYE OBLADA�T SWOJSTWOM X���B� � A PRI L�BOM B � B� NAZYWA�TSQ
IZMERIMYMI� I W DALXNEJ�EM BUDUT RASSMATRIWATXSQ TOLXKO TAKIE

HARAKTERISTIKI NABL�DAEMOGO OB�EKTA�mY PODO�LI K OSNOWNOMU PO�
NQTI� TEORII RASPREDELENIJ NA PODMNOVESTWAH R�

��



oPREDELENIE ���� sLU�AJNOJ WELI�INOJ X � X��� NAZYWAETSQ
IZMERIMOE OTOBRAVENIE IZMERIMOGO PROSTRANSTWA ���A� NA BORELEW�

SKU� PRQMU� �R�B��

lEGKO PONQTX� �TO� S TO�KI ZRENIQ PRAKTI�ESKIH PRILOVENIJ� MY
MOGLI BY NE OBRA�ATXSQ K OPREDELENI� SLU�AJNOJ WELI�INY� KAK IZ�
MERIMOJ FUNKCII� A PROSTO SKAZATX� �TO SEJ�AS MY ZAJMEMSQ POSTROE�
NIEM WEROQTNOSTNYH MODELEJ� W KOTORYH PROSTRANSTWO �LEMENTARNYH
ISHODOW ESTX �ISLOWAQ PRQMAQ� tEM NE MENEE� �TOBY OPISATX KLASS WOZ�
MOVNYH RASPREDELENIJ NABL�DAEMOJ SLU�AJNOJ WELI�INY X INOGDA

PROSTO NEOBHODIMO ZNATX PRI�INU IZMEN�IWOSTI SOSTOQNIJ OB�EKTA

�ILI INSTRUMENTA ISSLEDOWANIQ�� KOTORAQ OBUSLAWLIWAET RAZNYE ZNA�
�ENIQ W POWTORNYH NABL�DENIQH X�
bORELEWSKOE POLE B� NA KOTOROM BUDET OPREDELQTXSQ RASPREDELENIE

X� QWLQETSQ �REZWY�AJNO SLOVNYM OB�EKTOM S TO�KI ZRENIQ STROENIJ
EGO �LEMENTOW� PO�TOMU ZADANIE FUNKCII P �B�� B � B PREDSTAWLQETSQ

SOWER�ENNO NERAZRE�IMOJ PROBLEMOJ� oDNAKO MY ZNAEM� �TO B POROV�
DAETSQ INTERWALAMI WIDA ���� x� �SOBYTIQMI X � x�� I �TO UKAZY�
WAET PROSTOJ PUTX K ZADANI� RASPREDELENIQ SLU�AJNOJ WELI�INY X�
�TO ESLI NA�ATX S ZADANIQ WEROQTNOSTI TOLXKO NA SOBYTIQH� POROV�
DA��IH B� TO ESTX S OPREDELENIQ FUNKCII F �x� � P �X � x�� x � R�
POTOM RASPROSTRANITX EE ADDITIWNYM OBRAZOM NA BULEWU ALGEBRU KO�
NE�NYH OB�EDINENIJ WSEWOZMOVNYH INTERWALOW NA R� POKAZATX� �TO
POLU�ENNAQ TAKIM OBRAZOM ADDITIWNAQ FUNKCIQ NA BULEWOJ ALGEBRE

OBLADAET SWOJSTWOM NEPRERYWNOSTI OTNOSITELXNO MONOTONNO UBYWA�
��IH POSLEDOWATELXNOSTEJ SOBYTIJ �QWLQETSQ WEROQTNOSTX�� I� NA�
KONEC� ZAKON�ITX POSTROENIE WEROQTNOSTI NA B SSYLKOJ NA TEOREMU

OB EDINSTWENNOSTI PRODOLVENIQ WEROQTNOSTI S BULEWOJ ALGEBRY OB��
EDINENIJ INTERWALOW NA POROVDENNU� �TOJ ALGEBROJ ��ALGEBRU BORE�
LEWSKIH PODMNOVESTW R�
mY PRISTUPAEM K REALIZACII �TOJ PROGRAMMY I WWEDEM SNA�ALA

oPREDELENIE ���� fUNKCIQ F �x� � P �X � x�� OPREDELENNAQ NA
WSEJ �ISLOWOJ PRQMOJ R� NAZYWAETSQ FUNKCIEJ RASPREDELENIQ SLU�
�AJNOJ WELI�INY X�

pRIM E R ��� pUSTX SLU�AJNAQ WELI�INA X PRINIMAET S NENULE�
WOJ WEROQTNOSTX� WSEGO DWA ZNA�ENIQ� x � � S WEROQTNOSTX� ��
I x � � S TOJ VE WEROQTNOSTX� �� �IGRA W ORLQNKU SO STAWKOJ 

��



RUBLX�� tOGDA FUNKCIQ RASPREDELENIQ X IMEET SLEDU��IJ WID�

�
x�

�
F �x�



�

���

� 

�

dEJSTWITELXNO� DLQ L�BOGO x �  MNOVESTWO ���� x� NE SODERVIT
ZNA�ENIJ X� KOTORYE ONA MOGLA BY PRINQTX S POLOVITELXNOJ WERO�
QTNOSTX�� TAK �TO F �x� � P �X � x� � �� dALEE� F ��� � P �X �
�� � �� NO ESLI � � x � �� TO F �x� � P �X � �� � ��� w OBLAS�
TI x � � SODERVATSQ WSE ZNA�ENIQ SLU�AJNOJ WELI�INY X� KOTORYE
ONA PRINIMAET S POLOVITELXNOJ WEROQTNOSTX�� PO�TOMU F �x� �  PRI
x � ��

iSSLEDUEM NEKOTORYE OSOBENNOSTI POWEDENIQ FUNKCII F�

pREDLOVENIE ���� fUNKCIQ F �x�� x � R OBLADAET SLEDU��IMI

SWOJSTWAMI�

�F� lim
x���

F �x� � �� lim
x���

F �x� � �

�F�� F �x� � NEUBYWA��AQ FUNKCIQ x � R�

�F�� fUNKCIQ F �x� NEPRERYWNA SLEWA� lim
x�a�

F �x� � F �a��

�F�� wEROQTNOSTI POPADANIQ ZNA�ENIJ SLU�AJNOJ WELI�INY X W

INTERWALY NA R WY�ISLQ�TSQ PO FORMULAM

PfX � � a� b�g � F �b�� F �a�� PfX � � a� b �g � F �b��� F �a��

PfX � �a� b �g � F �b��� F �a��� PfX � �a� b�g � F �b�� F �a���

�F�� fUNKCIQ F �x� IMEET NE BOLEE �EM S�ETNOE MNOVESTWO SKA��

KOW�

��



dOK A Z A T E L X S T W O� �F�� rASSMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX SO�
BYTIJ fAn � ���� xn�� n � g� eSLI xn � �� PRI n � ��
TO� O�EWIDNO� An � 	� I An 
 R�� ��� ESLI xn � ��� tAK KAK

F �xn� � P �X � xn� � P �An�� TO SWOJSTWA �F� WYTEKA�T IZ AKSI�
OMY NEPRERYWNOSTI �P�� WEROQTNOSTI P�

�F��� eSLI x� � x�� TO F �x�� � F �x��� TAK KAK A� � ���� x�� �
A� � ���� x�� I� W SILU SWOJSTWA MONOTONNOSTI WEROQTNOSTI �SM� ���
W PREDLOVENII ����� F �x�� � P �A�� � P �A�� � F �x���

�F��� pUSTX POSLEDOWATELXNOSTX xn 
 x PRI n � �� TAK �TO SO�
OTWETSTWU��AQ POSLEDOWATELXNOSTX SOBYTIJ An � ���� xn� 
 A �
���� x�� iSPOLXZUQ SWOJSTWO �P�� NEPRERYWNOSTI P� POLU�AEM F �xn�
� P �An� � P �A� � F �x�� �TO� PO OPREDELENI�� OZNA�AET NEPRERYW�
NOSTX SLEWA FUNKCII F �x��

�F��� eSLI A � B� TO P �B n A� � P �B� � P �A� �SM� ��� W PREDLO�
VENII ����� iZ �TOGO SWOJSTWA WEROQTNOSTI I TOLXKO �TO DOKAZANNOGO
SWOJSTWA NEPRERYWNOSTI WYTEKAET� �TO� NAPRIMER� ZAMKNUTYJ INTER�
WAL � a� b � � ���� b � n ���� a�� I POSKOLXKU MNOVESTWO ���� a� �
���� b �� TO PfX � � a� b �g � PfX � ���� b �g � PfX � ���� a�g �
P �X � b�� P �X � a� � F �b��� F �a�� w POSLEDNEM RAWENSTWE MY IS�
POLXZOWALI ZAPISX F �b�� DLQ WYRAVENIQ WEROQTNOSTI SOBYTIQ fX �
bg� dELO W TOM� �TO P �X � b� � F �b�� I ESLI W TO�KE b FUNKCIQ F �x�
IMEET SKA�OK� TO EGO WELI�INA RAWNA F �b�� � F �b��

�F��� w �TOM PUNKTE PREDLOVENIQ UTWERVDAETSQ� �TO WSE SKA�KI
�TO�KI RAZRYWA� FUNKCII F �x� MOVNO ZANUMEROWATX� pOSTUPIM SLE�
DU��IM OBRAZOM� RASSMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX MNOVESTW fAn�
n � g� GDE An ESTX MNOVESTWO TO�EK RAZRYWA FUNKCII F �x� S WELI�
�INOJ SKA�KA� NE MENX�EJ �n� pOSKOLXKU � � F �x� � � TO MNOVEST�
WO An KONE�NO I SODERVIT NE BOLEE �EM n TO�EK� sLEDOWATELXNO� MY
MOVEM ZANUMEROWATX WSE SKA�KI FUNKCII F �x� W PORQDKE UBYWANIQ
IH WELI�INY� OSU�ESTWLQQ POSLEDOWATELXNU� NUMERACI� TO�EK MNO�
VESTWA A�� POTOM A� I TAK DALEE� WOZMOVNO� DO BESKONE�NOSTI� ESLI
�ISLO SKA�KOW F �x� NE KONE�NO� pRI TAKOM SPOSOBE NUMERACII L�BO�
MU� SKOLX UGODNO MALOMU PO WELI�INE SKA�KU FUNKCII F �x� RANO ILI
POZDNO BUDET PRISWOEN NOMER�

iTAK� MY UBEDILISX� �TO FUNKCIQ RASPREDELENIQ QWLQETSQ HORO�
�IM I DOSTATO�NO PROSTYM INSTRUMENTOM DLQ WY�ISLENIQ WEROQT�

��



NOSTEJ POPADANIQ ZNA�ENIJ SLU�AJNOJ WELI�INY W INTERWALY NA DEJ�
STWITELXNOJ PRQMOJ� oDNAKO� ESLI MY OPREDELIM TOLXKO WEROQTNOSTI

�LEMENTOW BORELEWSKOGO POLQ B� IME��IH WID INTERWALOW� TO SMOVEM
LI NA OSNOWANII IH WY�ISLQTX WEROQTNOSTI DRUGIH SOBYTIJ IZ B�
oTWET NA �TOT WOPROS DAET

tEOREMA ���� pUSTX FUNKCIQ F �x�� x � R� OBLADAET SWOJSTWAMI

�F� lim
x���

F �x� � �� lim
x���

F �x� � �

�F�� F �x� � NEUBYWA��AQ FUNKCIQ x � R�
�F�� F �x� NEPRERYWNA SLEWA� lim

x�a�
F �x� � F �a��

tOGDA NA BORELEWSKOJ PRQMOJ �R� B� SU�ESTWUET EDINSTWENNAQ WE�

ROQTNOSTX P� DLQ KOTOROJ Pf���� x�g � F �x� DLQ WSEH x � R�

dOK A Z A T E L X S T W O� oPREDELIM FUNKCI� MNOVESTW P ��C� NA SE�
MEJSTWE C OTKRYTYH INTERWALOW WIDA C � Cx � ���� x� POSREDST�
WOM RAWENSTWA P ��Cx� � F �x�� PRI�EM� W SILU SWOJSTWA �F�� P ���� �
P ��R� � � rASPROSTRANIM �TU FUNKCI� MNOVESTW NA BULEWU ALGEBRU

A � A�C�� POROVDENNU� SEMEJSTWOM C� �LEMENTY A BULEWOJ ALGEBRY A

O�EWIDNO IME�T WID A �
Xk

�
� ai� bi�� I PO�TOMU ESTESTWENNO POLOVITX

�SM� �F�� W PREDLOVENII ��� P ��A� �
Xk

�
�F �bi�� F �ai� � �

o�EWIDNO� FUNKCIQ MNOVESTW P ��A� NA BULEWOJ ALGEBRE A OBLADAET
TAKIMI SWOJSTWAMI WEROQTNOSTI� KAK NORMIRUEMOSTX �P� I KONE�NAQ
ADDITIWNOSTX �P��� eSLI MY POKAVEM� �TO P � OBLADAET SWOJSTWOM

��ADDITIWNOSTI P �� ��� TO UTWERVDENIE TEOREMY BUDET PROSTYM SLED�
STWIEM OB�EJ TEOREMY O PRODOLVENII MERY NA POROVDENNU� BULEWOJ

ALGEBROJ ��ALGEBRU� IBO� KAK IZWESTNO� BORELEWSKOE POLE POROVDAETSQ
ALGEBROJ A � BOLEE TOGO� � SEMEJSTWOM C��
rASSMOTRIM PROIZWOLXNU� POSLEDOWATELXNOSTX NE PERESEKA��IHSQ

MNOVESTW

An �
knX
i��

� ani� bni�� n � � �� � � � �

DLQ KOTOROJ MNOVESTWO A �
X
�

�
An PRINADLEVIT ALGEBRE A� pO OPRE�

DELENI� ALGEBRY A �TO OZNA�AET� �TO MNOVESTWO A MOVNO PREDSTA�
WITX W WIDE KONE�NOGO OB�EDINENIQ INTERWALOW� NE IME��IH TO�EK

SOPRIKOSNOWENIQ� A �
Xm

�
� cj� dj�� pOSLE SOOTWETSTWU��EJ PERESTA�

NOWKI INTERWALOW WNUTRI OB�EDINENIQ MNOVESTW An� MOVNO DOBITX�
SQ DLQ KAVDOGO IZ INTERWALOW � cj� dj� PREDSTAWLENIQ WIDA � cj� dj� �

��



X
�

�
� ajk� bjk�� j � � � � � �m� tAKIM OBRAZOM� DOSTATO�NO DOKAZATX� �TO

DLQ L�BYH c � d

F �d�� F �c� �
�X
j��

�F �bj�� F �aj� �� ��

ESLI INTERWAL � c� d� �
X
�

�
� aj� bj��

o�EWIDNO� F �d� � F �c� �
Xn

�
�F �bj� � F �aj� �� IBO DOPOLNENIE MNO�

VESTWA
Xn

�
� aj� bj� DO INTERWALA � c� d� MOVNO PREDSTAWITX W WIDE KO�

NE�NOGO OB�EDINENIQ NE PERESEKA��IHSQ POLUOTKRYTYH INTERWALOW�
uSTREMLQQ n K BESKONE�NOSTI� POLU�AEM F �d� � F �c� �

X�

�
�F �bj� �

F �aj� ��
pOKAVEM TEPERX� �TO IMEET MESTO PROTIWOPOLOVNOE NERAWENSTWO�

I� SLEDOWATELXNO� SPRAWEDLIWO RAWENSTWO ���
pREDPOLOVIM SNA�ALA� �TO �� � c � d ��� wYBEREM PROIZWOLX�

NOE � � �� iSHODNYJ INTERWAL � c� d� SUZIM DO ZAMKNUTOGO INTERWALA

� c� d� � TAK� �TOBY d� � d I F �d�� � F �d� � �� �TOGO WSEGDA MOVNO

DOBITXSQ W SILU NEPRERYWNOSTI SLEWA FUNKCII F� aNALOGI�NO� KAV�
DYJ IZ INTERWALOW � an� bn� RAS�IRIM DO OTKRYTOGO INTERWALA �a�n� bn�
TAK� �TOBY a�n � an I F �a�n� � F �an� � ���n� w REZULXTATE POLU�IM

POKRYTIE � c� d� � �
S
�

n���a
�

n� bn� OGRANI�ENNOGO ZAMKNUTOGO MNOVESTWA
SEMEJSTWOM OTKRYTYH INTERWALOW�
w SILU IZWESTNOJ LEMMY gEJNE�bORELQ NAJDETSQ KONE�NOE POKRY�

TIE � c� d� � �
SN
i���a

�

ni
� bni�� W KOTOROM a�n� � c� bnN � d� I bni�� � a�ni DLQ

WSEH i � �� � � � � N� tO�KI bn�� � � � � bnN�� OBRAZU�T RAZBIENIE INTERWALA
� a�n�� bnN �� KOTORYJ SODERVIT INTERWAL � c� d��� I PO�TOMU

F �d��� F �c� � F �bnN �� F �a�n�� � F �bn�� � F �a�n���

NX
i��

�F �bni�� F �bni��� � �
NX
i��

�F �bni�� F �a�ni� � �
�X
n��

�F �bn�� F �a�n� ��

iZ POSTROENIQ INTERWALOW SLEDUET� �TO F �d��F �c� � F �d���F �c�� �
I F �bn�� F �a�n� � F �bn�� F �an� � ���n� OTKUDA

F �d�� F �c� �
�X
n��

�F �bn� � F �an�� � ��� ���

uSTREMLQQ �� �� POLU�AEM OKON�ATELXNOE DOKAZATELXSTWO RAWENSTWA

�� DLQ KONE�NYH INTERWALOW�

��



dLQ BESKONE�NYH INTERWALOW WIDA � c� �� DOSTATO�NO RASSMOTRETX
KONE�NYJ INTERWAL � c� d�� UDOWLETWORQ��IJ USLOWI�  � F �d� � ��
oTKRYTOE POKRYTIE ISHODNOGO INTERWALA � c� �� INDUCIRUET ESTES�
TWENNYM OBRAZOM OTKRYTOE POKRYTIE INTERWALA � c� d �� K KOTOROMU

PRIMENIMY WSE PREDYDU�IE RASSUVDENIQ� PRIWODQ�IE K NERAWENST�
WU ���� o�EWIDNO� RAZNOSTX � F �c� NE PREWOSHODIT PRAWOJ �ASTI ���
S ZAMENOJ �� NA ��� �TO ZAWER�AET DOKAZATELXSTWO TEOREMY�

dOKAZANNAQ TEOREMA POZWOLQET NAM WY�ISLQTX WEROQTNOSTI SOBY�
TIJ S POMO�X� INTEGRALA sTILTXESA�

P �A� �
Z
A
dF �x�� A � A�

��



x�� pOSTROENIE WEROQTNOSTNYH MODELEJ S POMO�X�

FUNKCIJ RASPREDELENIQ

lEKCIQ �

w �TOM PARAGRAFE MY BUDEM RE�ATX NESKOLXKO PRAKTI�ESKIH ZA�
DA� NA POSTROENIE WEROQTNOSTNYH MODELEJ� CELX KOTOROGO SOSTOIT W
SPECIFIKACII NAIBOLEE UZKOGO SEMEJSTWA WOZMOVNYH RASPREDELENIJ

NABL�DAEMOJ SLU�AJNOJ WELI�INY X� �TI MODELI NOSQT UNIWERSALX�
NYJ HARAKTER I PRIMENQ�TSQ W RAZLI�NYH OBLASTQH NAUKI I PRAKTI�
�ESKOJ DEQTELXNOSTI� PO�TOMU CELESOOBRAZNO POSLE RE�ENIQ KAVDOJ
ZADA�I RASSMOTRETX WOZMOVNYE ANALOGI �TIH ZADA�� PRIWODQ�IE K
TEM VE WEROQTNOSTNYM MODELQM� kAVDOJ MODELI MY PRISWOIM SWOE

IMQ I ABBREWIATURU� SODERVA�U� �PARAMETRY� MODELI� ZNA�ENIQ PA�
RAMETROW� KAK PRAWILO� NEIZWESTNY� I OPREDELENIE �TIH ZNA�ENIJ SO�
STAWLQET PREDMET DRUGOJ� RODSTWENNOJ TEORII WEROQTNOSTEJ� NAUKI �
MATEMATI�ESKOJ STATISTIKI�
sOBSTWENNO GOWORQ� MY UVE DAWNO ZANIMAEMSQ POSTROENIEM WERO�

QTNOSTNYH MODELEJ S POMO�X� FUNKCIJ RASPREDELENIJ SLU�AJNYH

WELI�IN� PRINIMA��IH DISKRETNYJ RQD ZNA�ENIJ� � RE�X IDET O GI�
PERGEOMETRI�ESKOM I BINOMIALXNOM RASPREDELENIQH �SM� x	 I x
�� wE�
ROQTNOSTX� S KOTOROJ SLU�AJNAQ WELI�INA PRINIMALA KONKRETNOE CE�
LO�ISLENNOE ZNA�ENIE m� RAWNA WELI�INE SKA�KA FUNKCII RASPREDELE�
NIQ W TO�KE x � m� s �TIH DWUH RASPREDELENIJ MY NA�NEM SOSTAWLENIE

NA�EGO KATALOGA WEROQTNOSTNYH MODELEJ�

gIPERGEOMETRI�ESKOE RASPREDELENIE GG�N�M�n�� iSSLEDU�
ETSQ KONE�NAQ POPULQCIQ� SOSTOQ�AQ IZ N EDINIC� �ASTX IZ KOTORYH
�m EDINIC� POME�ENY� iZ POPULQCII IZWLEKAETSQ SLU�AJNAQ WYBOR�
KA OB�EMA n� I S �TOJ WYBORKOJ SOOTNOSITSQ SLU�AJNAQ WELI�INA

X� NABL�DAEMOE ZNA�ENIE x KOTOROJ UKAZYWAET �ISLO POME�ENNYH

EDINIC W WYBORKE� oBLASTX ZNA�ENIJ X� KOTORYE ONA PRINIMAET S

NENULEWOJ WEROQTNOSTX�� SOSTAWLQ�T CELO�ISLENNYE TO�KI OTREZKA

X � max��� n� �N �M��� min�n� M�� �
fUNKCIQ RASPREDELENIQ F �x� RAWNA NUL� W OBLASTI� LEVA�EJ SLE�

WA OT X� I KAK TOLXKO x WYHODIT NA PRAWYJ KONEC OTREZKA X� FUNKCIQ
F �x� PRINIMAET ZNA�ENIE �� KOTOROE SOHRANQET PRI WSEH x� LEVA�IH
SPRAWA OT X� wNUTRI OTREZKA X FUNKCIQ RASPREDELENIQ IMEET STU�
PEN�ATYJ WID� WOZRASTAQ SKA�KAMI W CELO�ISLENNYH TO�KAH x � m� I

��



WELI�INA SKA�KA OPREDELQETSQ FORMULOJ �	� x��

P �X � m� � F �m��� F �m� �
Cm
MC

n�m
N�M

Cn
N

� m � X�

pEREMENNYE N� M I n QWLQ�TSQ PARAMETRAMI MODELI� W PRAKTI�
�ESKIH PRILOVENIQH MODELI GG�N�M�n� ZNA�ENIE PO KRAJNEJ MERE

ODNOGO IZ PARAMETROW N ILI M NEIZWESTNO� oBLASTX WOZMOVNYH ZNA�
�ENIJ PARAMETROW SOSTAWLQET TAK NAZYWAEMOE PARAMETRI�ESKOE PRO�

STRANSTWO I OBOZNA�AETSQ OBY�NO �� w DANNOM SLU�AE � SOSTOIT IZ

CELO�ISLENNYH ZNA�ENIJ PARAMETROW N� M I n� PRI�EM N � 	� � �
M � N� � � n � N�
iTAK� DISKRETNAQ WEROQTNOSTNAQ MODELX GIPERGEOMETRI�ESKOGO RAS�

PREDELENIQ POLNOSTX� OPREDELQETSQ �FUNKCIEJ SKA�KOW� f�x j ���
x � R� � � �N�M�n� � �� KOTORAQ PRINIMAET NENULEWYE ZNA�ENIQ

P �X � x� TOLXKO W CELO�ISLENNYH TO�KAH x OTREZKA X� fUNKCIQ
f�� j �� OBY�NO NAZYWAETSQ FUNKCIEJ PLOTNOSTI RASPREDELENIQ SLU�
�AJNOJ WELI�INY X� wEROQTNOSTX SOBYTIQ WIDA X � B �� B� WY�IS�
LQETSQ S POMO�X� f PO FORMULE

P �X � B� �
X
x�B

f�x j ���

W �ASTNOSTI� FUNKCIQ RASPREDELENIQ

F �x� �
X
t�x

f�t j ���

bINOMIALXNOE RASPREDELENIE B�n� p�� rASSMATRIWAETSQ SHEMA
NEZAWISIMYH ISPYTANIJ� KAVDOE IZ KOTORYH S NEKOTOROJ WEROQTNOS�
TX� p MOVET BYTX �USPE�NYM� �W REZULXTATE ISPYTANIQ OSU�EST�
WILOSX NEKOTOROE SOBYTIE A� ILI� S WEROQTNOSTX� � � p� �NEUDA��
NYM�� nAS INTERESUET RASPREDELENIE SLU�AJNOJ WELI�INY X� REZULX�
TAT x NABL�DENIQ KOTOROJ REGISTRIRUET �ISLO USPEHOW W n ISPYTA�
NIQH bERNULLI�
kAK BYLO USTANOWLENO W x
� RASPREDELENIE X OPREDELQETSQ FUNK�

CIEJ PLOTNOSTI f�x j ��� PRINIMA��EJ NENULEWYE ZNA�ENIQ Cx
np

x�� �
p�n�x �� P �X � x�� TOLXKO W TO�KAH x � �� �� � � � � n� W TO WREMQ

KAK DWUMERNYJ PARAMETR � � �n� p� MOVET IZMENQTXSQ W OBLASTI

� � N � �� ��� GDE N � f�� 	� � � �g � MNOVESTWO CELYH �ISEL� pOWE�
DENIE BINOMIALXNOJ FUNKCII RASPREDELENIQ ANALOGI�NO POWEDENI�

F �x� W MODELI GG�N�M� n�� ESLI S�ITATX� �TO OTREZOK X � �� n��

��



w PRAKTI�ESKIH PRIMENENIQH BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ OBY�
�NO NEIZWESTNO TOLXKO ZNA�ENIE PARAMETRA p � WEROQTNOSTI USPEHA

W ISPYTANIQH bERNULLI� oDNAKO SU�ESTWU�T SITUACII� KOGDA �KSPE�
RIMENTATOR REGISTRIRUET TOLXKO �ISLO USPEHOW x� NE IMEQ SWEDENIJ
O �ISLE ISPYTANIJ n� nAPRIMER� W ISSLEDOWANIQH NERWNOGO SINAPSA
PRIBOR REGISTRIRUET TOLXKO OB�EE NAPRQVENIE �LEKTRI�ESKOGO POLQ�
I PO WELI�INE �TOGO NAPRQVENIQ OPREDELQETSQ KOLI�ESTWO x PUZYRX�
KOW S ACETILHOLINOM� OSWOBODIW�IHSQ PRI RAZDRAVENII NERWA� nI
OB�EE KOLI�ESTWO n PUZYRXKOW� NI WEROQTNOSTX p WYBROSA IZ PUZYRX�
KA ACETILHOLINA� �KSPERIMENTATORU NEIZWESTNY� � PROBLEMA OCENKI
PARAMETROW n I p SOSTAWLQET PREDMET ISSLEDOWANIQ�
oSOBO SLEDUET OTMETITX �ASTNYJ SLU�AJ BINOMIALXNOGO RASPREDE�

LENIQ S ODNIM ISPYTANIEM �n � �� W SHEME bERNULLI� �TO TAK NAZY�
WAEMOE DWUHTO�E�NOE RASPREDELENIE WEROQTNOSTEJ B��� p� S FUNKCIEJ
PLOTNOSTI

f�x j p� � px��� p���x� x � �� ��

w x
 BYLO USTANOWLENO� �TO MODELX B�n� p� QWLQETSQ �PREDELXNOJ�
DLQ MODELI GG�N�M� n�� KOGDA RAZMER N POPULQCII NEOGRANI�EN�
NO RASTET I �ISLO M POME�ENNYH EDINIC SOIZMERIMO S N� TO ESTX
M�N � p �� const�� sLEDU��AQ WEROQTNOSTNAQ MODELX� IME��AQ
�IROKIE PRAKTI�ESKIE PRIMENENIQ� QWLQETSQ PREDELXNOJ DLQ BINO�
MIALXNOJ MODELI� KOGDA �ISLO PROWODIMYH ISPYTANIJ n WELIKO� A
WEROQTNOSTX p USPE�NOGO ISPYTANIQ �REZWY�AJNO MALA�

rASPREDELENIE pUASSONA P���� pRI ISSLEDOWANII INTENSIWNOS�
TI RADIOIZLU�ENIQ OBY�NO REGISTRIRUETSQ �ISLO x ATOMOW RADIOAK�
TIWNOGO �LEMENTA� RASPAW�IHSQ ZA EDINICU WREMENI� pOWTORNYE NA�
BL�DENIQ UKAZYWA�T NA ZNA�ITELXNU� IZMEN�IWOSTX �ISLA RASPAW�
�IHSQ ATOMOW� I PO�TOMU PROBLEMA STABILXNOGO� NE ZAWISQ�EGO OT

SLU�AJNYH FLUKTUACIJ� POKAZATELQ INTENSIWNOSTI IZLU�ENIQ DOLV�
NA RE�ATXSQ W RAMKAH TEORII WEROQTNOSTEJ�
pUSTX X � SLU�AJNAQ WELI�INA� KOTORAQ NABL�DAETSQ W �KSPERI�

MENTE� n � �ISLO ATOMOW� IZ KOTORYH SOSTOIT OBRAZEC ISSLEDUEMOGO RA�
DIOAKTIWNOGO �LEMENTA� p � WEROQTNOSTX� S KOTOROJ WOZMOVEN RASPAD
L�BOGO IZ ATOMOW OBRAZCA ZA WREMQ NABL�DENIQ� sU�ESTWU��AQ TEO�
RIQ RADIOAKTIWNOGO IZLU�ENIQ UTWERVDAET� �TO ATOMY RASPADA�TSQ

NEZAWISIMO DRUG OT DRUGA� I PO�TOMU REZULXTAT x� KOTORYJ FIKSIRU�

��



ET S�ET�IK RASPAW�IHSQ ATOMOW� MOVNO TRAKTOWATX KAK REALIZACI�
SLU�AJNOJ WELI�INY X S BINOMIALXNYM ZAKONOM B�n� p� RASPREDE�
LENIQ WEROQTNOSTEJ� lEGKO PONQTX� �TO RAS�ET WEROQTNOSTEJ ISHODOW
�KSPERIMENTA PO FORMULE

P �X � x� � Cx
np

x��� p�n�x� x � �� �� � � � � n

WRQD LI WOZMOVEN IZ�ZA NEPREODOLIMYH TEHNI�ESKIH SLOVNOSTEJ� WY�
ZWANNYH OGROMNYM ZNA�ENIEM n I NI�TOVNO MALYM ZNA�ENIEM p� pO�
�TOMU WOZNIKAET MATEMATI�ESKAQ PROBLEMA ASIMPTOTIKI BINOMIALX�
NYH WEROQTNOSTEJ� KOGDA n � � I ODNOWREMENNO p � �� rE�ENIE
PROBLEMY DAET

pREDLOVENIE ���� eSLI n � �� p � � I PRI �TOM np � � ��
const�� TO

PfX � x jn� pg ��
�xe��

x�
�

dOK A Z A T E L X S T W O� pREDELXNOE ZNA�ENIE BINOMIALXNYH WEROQT�
NOSTEJ LEGKO POLU�ITX� ESLI PREDSTAWITX IH W WIDE

PfX � x jn� pg �
n�n� �� � � � �n� x� ��

x�

�
�

n

�x �
��

�

n

�n�x
�

�
��

�

n

� �
��

	

n

�
� � �

�
��

x� �

n

� �
��

�

n

��x
�

�
��

�

n

�n �x
x�

I WOSPOLXZOWATXSQ ZAME�ATELXNYM PREDELOM ��� ��n�n � e���

�TOT ASIMPTOTI�ESKIJ REZULXTAT WPERWYE BYL POLU�EN pUASSO�
NOM� I PO�TOMU RASPREDELENIE WEROQTNOSTEJ

P �X � x j�� �
�xe��

x�
� x � �� �� � � � � ���

NAZYWAETSQ RASPREDELENIEM pUASSONA I OBOZNA�AETSQ P���� pRAWAQ
�ASTX ��� PREDSTAWLQET NENULEWYE ZNA�ENIQ FUNKCII PLOTNOSTI
f�x j�� RASPREDELENIQ pUASSONA� � �� �� NAZYWAETSQ PARAMETROM IN�

TENSIWNOSTI POTOKA pUASSONA � W TERMINAH ZADA�I S RADIOAKTIW�
NYM RASPADOM � RAWNO SREDNEMU �ISLU ATOMOW� RASPAW�IHSQ ZA EDI�
NICU WREMENI� fUNKCIQ RASPREDELENIQ pUASSONA RAWNA NUL� NA OT�
RICATELXNOJ POLUOSI� A NA POLOVITELXNOJ WOZRASTAET SKA�KAMI W CE�
LO�ISLENNYH TO�KAH x � �� �� � � � � WELI�INA KOTORYH RAWNA PRAWOJ

�ASTI ����

��



tRUDNO PEREOCENITX ZNA�IMOSTX ZAKONA pUASSONA W RAZLI�NYH PRO�
BLEMAH ESTESTWOZNANIQ� �TO RASPREDELENIE ISPOLXZUETSQ PRI ISSLEDO�
WANII �ISLA NES�ASTNYH SLU�AEW NA PREDPRIQTIQH� �ISLA WYZOWOW NA
TELEFONNOJ STANCII� �TOMU ZAKONU POD�INQ�TSQ METEORNYE QWLENIQ�
POTOKI TRANSPORTA� RAZMERY O�EREDEJ SISTEM OBSLUVIWANIQ I PR�

rAWNOMERNOE RASPREDELENIE U�a� b�� nA OTREZOK  �� � � �NAUGAD�
BROSAETSQ TO�KA� TAK �TO WEROQTNOSTX EE POPADANIQ W L�BOJ INTERWAL
��� �� �  �� � � ZAWISIT TOLXKO OT DLINY ��� INTERWALA I NE ZAWISIT
OT EGO POLOVENIQ WNUTRI OTREZKA  �� � �� �KSPERIMENTATORA INTERESU�
ET RASPREDELENIE SLU�AJNOJ WELI�INY X� REALIZU��EJ KOORDINATU

x TO�KI POSLE BROSANIQ�
kL�� K WYWODU FUNKCII RASPREDELENIQ X UKAZYWAET SLEDU��AQ

�KWIWALENTNAQ FORMULIROWKA USLOWIJ �KSPERIMENTA� INTERWALY ODI�
NAKOWOJ DLINY OBLADA�T ODINAKOWOJ WEROQTNOSTX� POPADANIQ W NIH

BROSAEMOJ TO�KI� eSLI RAZDELITX OTREZOK  �� � � NA n ODINAKOWYH

�ASTEJ� TO DLQ FUNKCII RASPREDELENIQ X IMEET MESTO DWUSTORONNQQ

OCENKA�
nx �

n
� F �x� �

nx � � �

n
�

GDE  t � � CELAQ �ASTX t� dEJSTWITELXNO� WSEM OTREZKAM� POLU�ENNYM
W REZULXTATE DELENIQ  �� � �� SOOTWETSTWUET ODINAKOWAQ WEROQTNOSTX�
RAWNAQ ��n POPADANIQ W NIH TO�KI� TAK �TO WEROQTNOSTX P �X 	 x� �
F �x� MOVNO OCENITX KOLI�ESTWOM OTREZKOW DLINY ��n� POKRYWA��IH
 �� x �� uSTREMLQQ TEPERX n K BESKONE�NOSTI� POLU�AEM� �TO F �x� � x�
ESLI x �  �� � �� pOSKOLXKU WEROQTNOSTX POPADANIQ TO�KI WO WNE��
NOSTX OTREZKA  �� � � RAWNA NUL�� TO F �x� � � PRI x 	 � I F �x� � �
PRI x � ��
iTAK� MY POSTROILI WEROQTNOSTNU� MODELX RAWNOMERNOGO RASPRE�

DELENIQ U��� �� NA OTREZKE  �� � �� lEGKO PONQTX� �TO ESLI ANALOGI�NYJ
�KSPERIMENT PROWODITSQ S OTREZKOM  �� b �� TO FUNKCIQ RASPREDELENIQ
NA �TOM OTREZKE BUDET IMETX WID F �x� � x�b� TAK KAK SWOJSTWO LI�
NEJNOSTI DOLVNO SOHRANQTXSQ W SILU PRINCIPA SLU�AJNOSTI BROSANIQ

TO�KI NA OTREZOK  �� b �� I� W TO VE WREMQ� F �b�� � �� nAKONEC� ESLI
TO�KA BROSAETSQ NA OTREZOK OB�EGO WIDA  a� b �� TO F �a� � �� F �b�� �
�� I PO�TOMU F �x� � �x�a���b�a�� tAKIM OBRAZOM� MY PRI�LI K RAW�
NOMERNOMU RASPREDELENI� U�a� b� NA OTREZKE  a� b �� �TO RASPREDELE�
NIE ZAWISIT OT DWUMERNOGO PARAMETRA � � �a� b� S OBLASTX� ZNA�ENIJ

��



�PARAMETRI�ESKIM PROSTRANSTWOM� � � f�a� b� � R� � a 	 bg�
rAWNOMERNOE RASPREDELENIE IMEET INTERESNU� SWQZX S POSLEDOWA�

TELXNOSTX� ISPYTANIJ bERNULLI� eSLI PREDSTAWITX REALIZACI� x
SLU�AJNOJ WELI�INY X S RASPREDELENIEM U��� �� W WIDE DWOI�NOJ

DROBI� TO EE DROBNAQ �ASTX REALIZUET POSLEDOWATELXNOSTX INDIKATO�
ROW USPEHA W BESKONE�NOJ POSLEDOWATELXNOSTI ISPYTANIJ bERNULLI

S p � ��	� lEGKO PROWERITX� �TO SPRAWEDLIWO I OBRATNOE UTWERVDE�
NIE� �TO DAET ODIN IZ PROSTEJ�IH SPOSOBOW GENERIROWANIQ SLU�AJNYH
WELI�IN S RAWNOMERNYM ZAKONOM RASPREDELENIQ�

lEKCIQ �

pOKAZATELXNOE RASPREDELENIE E���� wY� NAWERNOE� OBRATILI
WNIMANIE� �TO BOLX�INSTWO� PO KRAJNEJ MERE� �SERXEZNYH� IZDELIJ�
KOTORYE WYPUSKA�T PREDPRIQTIQ� SNABVAETSQ GARANTIJNYM SROKOM

SLUVBY t�� I ESLI IZDELIE OTKAZYWAET DO MOMENTA t�� TO PREDPRIQ�
TIE NESET OPREDELENNYE UBYTKI� SWQZANNYE S REMONTOM ILI ZAMENOJ

IZDELIQ� eSTESTWENNO� DOLGOWE�NOSTX x �ILI� KAK GOWORQT ANGLI�ANE�
�SROK VIZNI� � lifetime� QWLQETSQ REALIZACIEJ SLU�AJNOJ WELI�INY

X� I TOLXKO ZNANIE EE FUNKCII RASPREDELENIQ F �x� POZWOLIT PREDPRI�
QTI� USTANOWITX TOT GARANTIJNYJ SROK SLUVBY� KOTORYJ OTWE�AET

EGO FINANSOWYM WOZMOVNOSTQM PO OBESPE�ENI� REMONTA ILI ZAMENY�
dLQ RAS�ETA t� NEOBHODIMO OPREDELITXSQ S TREBUEMOJ NADEVNOSTX�

IZDELIQ P� � �SREDNEJ� DOLEJ IZDELIJ� KOTORYE OBQZANY OTRABOTATX

GARANTIJNOE WREMQ� zNAQ NADEVNOSTX P�� MY NAHODIM GARANTIJNYJ

SROK t� IZ URAWNENIQ P �X � t�� � � � F �t�� � P�� w SWQZI S �TIM

FUNKCIQ H�t� � �� F �t�� t � �� NAZYWAETSQ FUNKCIEJ NADEVNOSTI�
oBY�NO POSTROENIE MODELI NADEVNOSTI IZDELIQ OPIRAETSQ NA NEKO�

TORYE POSTULATY� SWQZANNYE S FUNKCIONIROWANIEM IZDELIQ� EGO STA�
RENIEM� IZNOSOM� PODWERVENNOSTX� UDARNYM NAGRUZKAM I T�P� mY
RASSMOTRIM SEJ�AS ODIN IZ TAKIH POSTULATOW PRIMENITELXNO K IZDE�
LIQM� KOTORYE OTKAZYWA�T NE W SILU PROCESSOW STARENIQ� A TOLXKO PO
PRI�INE REZKO WOZROS�IH �TAK NAZYWAEMYH �UDARNYH�� NAGRUZOK NA
REVIM EGO RABOTY� eSTESTWENNO� W TAKOJ SITUACII WEROQTNOSTX TOGO�
�TO IZDELIE PROSLUVIT E�E NEKOTOROE WREMQ t PRI USLOWII� �TO ONO
UVE OTSLUVILO SROK s� NE DOLVNA ZAWISETX OT s� TO ESTX

PfX � t� s j X � sg �
P �fX � t� sg 	 fX � sg�

P �X � s�
�

��



P �X � t� s�

P �X � s�
� P �X � t��

tAKIM OBRAZOM� FUNKCIQ NADEVNOSTI H�t� IZDELIQ DOLVNA UDOWLE�
TWORQTX FUNKCIONALXNOMU URAWNENI�

H�t� s� � H�t�H�s�� t � �� s � �� �	�

pREDLOVENIE ���� eSLI FUNKCIQ H�t�� t � � UDOWLETWORQET KRA�
EWYM USLOWIQM H��� � �� limt��H�t� � � I NEPRERYWNA SPRAWA� TO
WSE RE�ENIQ URAWNENIQ ��� IME�T WID

H�t� � e��t�

GDE � � � �PROIZWOLXNYJ PARAMETR	

dOK A Z A T E L X S T W O� iZ URAWNENIQ �	� LEGKO WYWESTI� �TO DLQ

L�BOGO c � � I L�BOGO CELOGO n � � IMEET MESTO SOOTNO�ENIE

H�nc� � Hn�c�� �
�

dEJSTWITELXNO� W SILU �	�� ISPOLXZUQ INDUKCI�� POLU�AEM H�nc� �
H��n� ��c� � c� � H��n� ��c�H�c� � H��n� 	�c�H��c� � � � � � Hn�c��
dALEE� DLQ L�BYH c � � I CELOGO m � � SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

H

�
c

m

�
� H��m�c�� ���

KOTOROE NEMEDLENNO SLEDUET IZ �
�� H�c� � H�mc�m� � Hm�c�m��
sOOTNO�ENIQ �
� I ��� POZWOLQ�T USTANOWITX STROGOE NERAWENSTWO

� 	 H��� 	 �� dEJSTWITELXNO� ESLI DOPUSTITX PROTIWNOE� H��� � ��
TO W SILU ��� DLQ L�BOGO CELOGO m � � POLU�AEM H���m� � H��m��� �
�� uSTREMLQQm K BESKONE�NOSTI I ISPOLXZUQ SWOJSTWO NEPRERYWNOSTI

H SPRAWA� POLU�AEM PROTIWORE�IE � � H��� � limm��H���m� � ��
aNALOGI�NO� ESLI PREDPOLOVITX� �TO H��� � �� TO� W SILU �
�� DLQ
L�BOGO CELOGO n H�n� � Hn��� � � I� W TO VE WREMQ� limn��H�n� �
��
nERAWENSTWO � 	 H��� 	 � OZNA�AET� �TO SU�ESTWUET TAKOE � � ��

�TO H��� � e��� nO TOGDA� W SILU �
� I ���� DLQ L�BYH CELYH n I m
IMEEM H�n� � e�n�� H�n�m� � H��m�n� � expf�n��mg� �TO OZNA�A�
ET� �TO NA�E PREDPOLOVENIE DOKAZANO DLQ WSEH RACIONALXNYH t� l��
BOE DRUGOE ZNA�ENIE t NA POLOVITELXNOJ POLUOSI MOVNO SKOLX UGODNO

��



TO�NO OCENITX SWERHU RACIONALXNYM �ISLOM I ZATEM WOSPOLXZOWATXSQ

NEPRERYWNOSTX� SPRAWA H�t� PRI PEREHODE W OCENKE t K PREDELU�

iTAK� MY NA�LI FUNKCI� RASPREDELENIQ SLU�AJNOJ WELI�INY X�
REALIZU��U� DOLGOWE�NOSTX IZDELIQ� F �x� � ��H�x� � ��expf��xg
W OBLASTI x � �� kAK BUDET POKAZANO W DALXNEJ�EM� �TO RASPREDELE�
NIE TESNO SWQZANO S RASPREDELENIEM pUASSONA I PARAMETR �� KAK I

W MODELI P���� HARAKTERIZUET INTENSIWNOSTX POTOKA OTKAZOW� oD�
NAKO W TEORII WEROQTNOSTEJ OBY�NO MODELX POKAZATELXNOGO RASPRE�
DELENIQ PARAMETRIZUETSQ INYM SPOSOBOM� �EREZ PARAMETR � � ����
KOTORYJ IMEET SMYSL SREDNEJ DOLGOWE�NOSTI� tAKIM OBRAZOM� PO�
KAZATELXNOE RASPREDELENIE E���� KOTOROE BUDET W DALXNEJ�EM RAS�
SMATRIWATXSQ� IMEET FUNKCI� RASPREDELENIQ F �x� � � PRI x � � I
F �x� � �� expf�x��g� ESLI x � ��
mY ZAWER�IM �TOT PARAGRAF POSTROENIEM E�E ODNOJ DISKRETNOJ

MODELI TEORII NADEVNOSTI� W KOTOROJ PROSLEVIWA�TSQ PERWYE� POKA
E�E O�ENX SMUTNYE� SWQZI PUASSONOWSKOGO I POKAZATELXNOGO RASPREDE�
LENIJ�

gEOMETRI�ESKOE RASPREDELENIE Geo�p�� pRI POSADKE WOZDU��
NOGO LAJNERA WOZMOVEN SILXNYJ UDAR O POSADO�NU� POLOSU� KOTORYJ
MOVET PRIWESTI K RAZRU�ENI� �ASSI� pUSTX p � WEROQTNOSTX GRU�
BOJ POSADKI� NAS INTERESUET WEROQTNOSTX TOGO� �TO �ASSI NE BUDET

RAZRU�ENO DO MOMENTA t �
 �� �NADEVNOSTX �ASSI��
s PODOBNOJ ZADA�EJ MY IMELI DELO W x� �PRIMER ��� KOGDA OPREDE�

LQLI WEROQTNOSTX PERWOGO POQWLENIQ GERBA PRI n�OM ISPYTANII PRA�
WILXNOJ MONETY �p � ��	�� w DANNOM� BOLEE OB�EM SLU�AE ESTESTWENNO
WOSPOLXZOWATXSQ PREDPOLOVENIEM O NEZAWISIMOSTI SITUACIJ� WOZNI�
KA��IH PRI KAVDOJ POSADKE LAJNERA� pUSTX X � SLU�AJNAQ WELI�I�
NA� PRINIMA��AQ ZNA�ENIQ x � �� 	� � � � � KOTORYE UKAZYWA�T MOMENT
RAZRU�ENIQ �ASSI� TO�NEE� NOMER POSADKI� KOTORAQ OKAZALASX GRU�
BOJ� tOGDA SOBYTIE X � x SOSTOIT IZ x � � BLAGOPOLU�NYH POSADOK
I GRUBOJ POSADKI S NOMEROM x� OTKUDA NAHODIM FUNKCI� PLOTNOSTI

GEOMETRI�ESKOGO RASPREDELENIQ Geo�p��

f�x j p� � P �X � x� � ��� p�x��p�

ESLI x � N� I f�x j p� � � W OSTALXNYH TO�KAH WE�ESTWENNOJ OSI R�
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w DISKRETNOJ FUNKCII NADEVNOSTI

H�t� � P �X � t� �
�X
x�t

��� p�x��p � ��� p�t��� t � �

PRAKTI�ESKIJ INTERES PREDSTAWLQ�T O�EWIDNO MALYE ZNA�ENIQ p I

BOLX�IE ZNA�ENIQ t� nAJDEM ASIMPTOTIKU H�t�� POLOVIW p � ��N� t �
Nx I USTREMIW N K BESKONE�NOSTI� iMEEM

H�Nx� �
�
��

�

N

�Nx��
� e��x�

iTAK� ASIMPTOTI�ESKIJ ANALIZH�t�� ANALOGI�NYJ TEOREME pUASSO�
NA� PRIWEL NAS K FUNKCII NADEVNOSTI POKAZATELXNOGO RASPREDELENIQ�
dLQ TOGO �TOBY STROITX NOWYE WEROQTNOSTNYE MODELI� NAM NEOB�

HODIMO BLIVE POZNAKOMITXSQ S �ISLOWYMI I FUNKCIONALXNYMI HA�
RAKTERISTIKAMI RASPREDELENIJ� KOTORYE POSTOQNNO ISPOLXZU�TSQ NA
PRAKTIKE� KOGDA WOZNIKAET PROBLEMA SRAWNENIQ RASPREDELENIJ ILI

HARAKTERIZACIQ IH SPECIFI�ESKIH OSOBENNOSTEJ� �TOMU WOPROSU PO�
SWQ�EN SLEDU��IJ PARAGRAF�

�	



x�� hARAKTERISTIKI RASPREDELENIQ SLU�AJNOJ WELI�INY�
kLASSIFIKACIQ RASPREDELENIJ

mY POSTROILI �ESTX WEROQTNOSTNYH MODELEJ� I ESLI PRED NAMI

STOIT ZADA�A IH KLASSIFIKACII� TO PERWAQ O�EWIDNAQ OSOBENNOSTX�
KOTOROJ OBLADAET KAVDOE IZ RASPREDELENIJ SOOTWETSTWU��EJ SLU�AJ�
NOJ WELI�INY� �TO � NEPRERYWNOSTX ILI RAZRYWNOSTX FUNKCII RAS�
PREDELENIQ� pOLU�ENNYE SEMEJSTWA RASPREDELENIJ MOVNO RAZBITX NA
DWA KLASSA � DISKRETNYJ I NEPRERYWNYJ�
gIPERGEOMETRI�ESKOE GG�N�M�n�� BINOMIALXNOE B�n�p�� PUASSONOW�

SKOE P��� I GEOMETRI�ESKOE Geo�p� RASPREDELENIQ PRINADLEVAT K DI�
KRETNOMU KLASSU� pRI WYWODE �TIH RASPREDELENIJ MY WPOLNE MOGLI

BY OGRANI�ITXSQ TEHNIKOJ �LEMENTARNOJ TEORII WEROQTNOSTEJ� PO�
SKOLXKU PROSTRANSTWA �LEMENTARNYH ISHODOW �ZNA�ENIJ SLU�AJNOJ WE�
LI�INY X� SOSTOQLI IZ KONE�NOGO ILI S�ETNOGO �ISLA TO�EK� I FUNK�
CII PLOTNOSTI f�x j �� W OBLASTI IH NENULEWYH ZNA�ENIJ OPREDELQLI
WEROQTNOSTI KAVDOGO �LEMENTARNOGO ISHODA X � x� gRAFI�ESKOE IZ�
OBRAVENIE f�x� � f�x j �� KAK FUNKCII x PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM

� POZWOLQET NAIBOLEE POLNO PREDSTAWITX KARTINU OB�EGO RASPREDELE�
NIQ WEROQTNOSTEJ I� ODNOWREMENNO� WYZYWAET NEKOTORYE ASSOCIACII S
�NAGRUVENNYM STERVNEM	� A TAKVE STREMLENIE HARAKTERIZOWATX RAS�
PREDELENIE MASS PO STERVN� TAKIMI MEHANI�ESKIMI HARAKTERISTI�
KAMI� KAK CENTR TQVESTI� MOMENT INERCII� ASIMMETRIQ I �KSCESS W

RASPREDELENII MASS I PR�

�
x

�
f�x�




�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

pRIBEGAQ K TAKOJ �MEHANI�ESKOJ	 INTERPRETACII RASPREDELENIQ

WEROQTNOSTEJ� MY SOOTNOSIM WEROQTNOSTX SOBYTIQ X � B PRI L�BOM

B � B S MASSOJ U�ASTKA STERVNQ B I WY�ISLQEM WELI�INU �TOJ MASSY
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PO FORMULE

P �B� �
X
x�B

f�x��

cENTR TQVESTI NAGRUVENNOGO STERVNQ NAZYWAETSQ SREDNIM ZNA�ENI�

EM SLU�AJNOJ WELI�INY X� OBOZNA�AETSQ EX I WY�ISLQETSQ KAK

EX �
X
x�R

xf�x��

mOMENT INERCII OTNOSITELXNO TO�KI � � EX� RAWNYJ

DX �
X
x�R

�x � ���f�x��

HARAKTERIZUET MERU RAZBROSA �UDALENNOSTI� OTDELXNYH TO�EK NAGRU�
VENIQ OT CENTRA MASS� I PO�TOMU W TEORII WEROQTNOSTEJ NAZYWAETSQ
DISPERSIEJ SLU�AJNOJ WELI�INY X� kROME STANDARTNOGO OBOZNA�ENIQ
DX� ZA WELI�INOJ DISPERSII ZAKREPLEN SIMWOL ��� W TO WREMQ KAK
KWADRATNYJ KORENX IZ DISPERSII � �

p
DX NAZYWAETSQ STANDART�

NYM OTKLONENIEM X�
nESOMNENNYJ PRAKTI�ESKIJ INTERES PREDSTAWLQET TAKVE TO�KA DO�

STIVENIQ MAKSIMUMA FUNKCII f�x�� KAK NAIBOLEE WEROQTNOGO ZNA�E�
NIQ X� �TA TO�KA NAZYWAETSQ MODOJ RASPREDELENIQ X� I KAK�TO TAK
SLOVILOSX� �TO STANDARTNOGO� NAIBOLEE RASPROSTRANENNOGO OBOZNA�E�
NIQ U �TOJ HARAKTERISTIKI NET� RAZWE LI�X mod�X��
mY NE BUDEM TOROPITXSQ S WWEDENIEM DRUGIH HARAKTERISTIK RAS�

PREDELENIQ X� A TAKVE ILL�STRIROWATX NA KONKRETNYH RASPREDELE�
NIQH WY�ISLENIQ EX� DX I mod�X�� I SNA�ALA POPYTAEMSQ WWESTI
ANALOGI �TIH HARAKTERISTIK DLQ SLU�AJNYH WELI�IN S NEPRERYWNOJ

FUNKCIEJ RASPREDELENIQ�
k KLASSU NEPRERYWNYH RASPREDELENIJ PRINADLEVAT RAWNOMERNOE

U�a�b� I POKAZATELXNOE E��� RASPREDELENIQ� pRI POSTROENII �TIH WE�
ROQTNOSTNYH MODELEJ FUNKCIQ RASPREDELENIQ IGRALA OPREDELQ��U�

ROLX I TEOREMA ��� ISPOLXZOWALASX PO SU�ESTWU�
gRAFI�ESKOE IZOBRAVENIE FUNKCII RASPREDELENIQ WRQD LI STOIT

RASSMATRIWATX KAK STOLX VE NAGLQDNU� ILL�STRACI� RASPREDELENIQ

WEROQTNOSTEJ� KAK� NAPRIMER� GRAFIK FUNKCII PLOTNOSTI �FUNKCII
SKA�KOW� RASPREDELENIQ DISKRETNOGO TIPA� �TO ZAME�ANIE W RAWNOJ
STEPENI OTNOSITSQ KAK K DISKRETNOMU� TAK I NEPRERYWNOMU KLASSU

RASPREDELENIJ� gRAFIKI WOZRASTA��IH FUNKCIJ S OBLASTX� ZNA�E�
NIJ W INTERWALE  
� � � TAK POHOVI DRUG NA DRUGA� �TO IH GLAWNAQ

��



PRIME�ATELXNOSTX � TO�KI PEREGIBA � �NA GLAZ	 OPREDELQ�TSQ TOLX�
KO PRI WYSOKIH HUDOVESTWENNYH DOSTOINSTWAH GRAFI�ESKOGO IZOBRA�
VENIQ� dRUGOE DELO � PROIZWODNAQ FUNKCII� GDE �TI TO�KI PEREGIBA
PREWRA�A�TSQ W TO�KI �KSTREMUMA� s DRUGOJ STORONY� PROIZWODNAQ
FUNKCII RASPREDELENIQ W NEPRERYWNOM SLU�AE� TAK VE KAK I FUNKCIQ
SKA�KOW DISKRETNOGO RASPREDELENIQ� DOPUSKAET MEHANI�ESKU� INTER�
PRETACI� FUNKCII PLOTNOSTI EDINI�NOJ MASSY� �RAZMAZANNOJ	 PO

BESKONE�NOMU STERVN�� I W RAMKAH �TOJ INTERPRETACII MY SNOWA MO�
VEM RASSMATRIWATX TAKIE HARAKTERISTIKI� KAK CENTR TQVESTI� MO�
MENT INERCII I TOMU PODOBNOE�
iTAK� OPREDELIM FUNKCI� PLOTNOSTI NEPRERYWNOGO RASPREDELE�

NIQ F �x� KAK PROIZWODNU� f�x� � dF �x��dx� KOTORAQ W NA�EM SLU�AE

OPREDELQETSQ PO�TI WS�DU PO MERE lEBEGA� �TO� KAK BUDET W DALX�
NEJ�EM� WPOLNE DOSTATO�NO DLQ WY�ISLENIQ HARAKTERISTIK NEPRE�
RYWNOGO RASPREDELENIQ� tAK� DLQ RAWNOMERNOGO RASPREDELENIQ f�x� �
f�x j �� � 
 RAWNA NUL� WNE SEGMENTA  a� b � I f�x j �� � �b � a���� TO
ESTX POSTOQNNA NA �TOM SEGMENTE� w SLU�AE POKAZATELXNOGO RASPREDE�
LENIQ f�x j �� � 
 PRI x � 
�

f�x j �� � �

�
exp

�
�x
�

�
�

ESLI x � 
� I OTNESENIE TO�KI x � 
 K OBLASTI NULEWYH ZNA�ENIJ

FUNKCII f O�EWIDNO NE IZMENIT ZNA�ENIJ INTEGRALXNYH HARAKTERIS�
TIK RASPREDELENIQ� ANALOGI�NOE ZAKL��ENIE MOVNO SDELATX I OTNO�
SITELXNO KONCEWYH TO�EK a I b RAWNOMERNOGO RASPREDELENIQ U�a� b��
fUNKCIQ RASPREDELENIQ IZ NEPRERYWNOGO KLASSA WYRAVAETSQ �EREZ

SWO� FUNKCI� PLOTNOSTI W WIDE

F �x� �
xZ

��

f�t�dt�

A WEROQTNOSTX �POPADANIQ	 X W NEKOTOROE PROIZWOLXNOE BORELEWSKOE

MNOVESTWO B �WEROQTNOSTX SOBYTIQ B� ZAPISYWAETSQ KAK

P �X � B� �
Z
B
f�x�dx �

Z
R
IB�x�f�x�dx�

GDE IB�x� � INDIKATORNAQ FUNKCIQ MNOVESTWA B� eSTESTWENNO� W SI�
LU QWNOJ NEREGULQRNOSTI �RAZRYWNOSTI I PRO�IH PAKOSTEJ� PODYN�
TEGRALXNYH FUNKCIJ INTEGRALY W �TIH FORMULAH SLEDUET RASSMAT�

��



RIWATX KAK INTEGRALY lEBEGA PO LEBEGOWOJ MERE dx NA BORELEWSKOJ

PRQMOJ �R� B��
cENTR TQVESTI STERVNQ S NEPRERYWNYM RASPREDELENIEM MASS� KO�

TOROE OPREDELQETSQ FUNKCIEJ PLOTNOSTI f�x�� WY�ISLQETSQ PO IZWEST�
NOJ FORMULE

� � EX �
�Z

��

xf�x�dx

I NAZYWAETSQ� KAK I W DISKRETNOM SLU�AE� SREDNIM ZNA�ENIEM SLU�AJ�
NOJ WELI�INY X� tO�NO TAK VE MOMENT INERCII

�� � DX �
�Z

��

�x � ���f�x�dx

NAZYWAETSQ DISPERSIEJ X� A � � STANDARTNYM OTKLONENIEM� nAKO�
NEC� TO�KA DOSTIVENIQ MAKSIMUMA FUNKCII PLOTNOSTI�

mod�X� � argmax
x�R

f�x� �

MODOJ RASPREDELENIQ X� oKRESTNOSTX TO�KI mod�X� OBLADAET NAI�
BOLX�EJ KONCENTRACIEJ WEROQTNOSTNOJ MASSY�

lEKCIQ �

eSTESTWENNO� RASSMOTREW DWA OSNOWNYH KLASSA RASPREDELENIJ� MY
MOGLI BY TEPERX PRODOLVITX IZU�ENIE HARAKTERISTIK RASPREDELENIJ

KAVDOGO TIPA� NO WOZNIKAET ESTESTWENNYJ WOPROS� A SU�ESTWU�T LI
SME�ANNYE DISKRETNO�NEPRERYWNYE RASPREDELENIQ ILI WOOB�E RAS�
PREDELENIQ� NE PRINADLEVA�IE K IZU�ENNYM KLASSAM� I KAK TOGDA

WY�ISLQTX IH SREDNIE ZNA�ENIQ I DISPERSII�
�TO KASAETSQ DIKRETNO�NEPRERYWNYH RASPREDELENIJ� TO O SU�EST�

WOWANII I PRAKTI�ESKOJ CENNOSTI TAKIH RASPREDELENIJ UKAZYWAET

SLEDU��AQ WEROQTNOSTNAQ MODELX TEORII NADEVNOSTI� pREDPOLOVIM�
�TO PREDPRIQTIE WYPUSKAET IZDELIQ S POKAZATELXNYM RASPREDELENI�
EM DOLGOWE�NOSTI� NO W SILU SPECIFI�ESKIH DEFEKTOW PROIZWODSTWA

KAVDOE IZDELIE S NEKOTOROJ WEROQTNOSTX� p MOVET BYTX �MERTWO�
ROVDENNYM	� TO ESTX OTKAZATX PRI EGO �WKL��ENII	� w TAKOM SLU�AE

FUNKCIQ RASPREDELENIQ DOLGOWE�NOSTI W OBLASTI x 	 
 IMEET WID

��



�ISPOLXZUETSQ FORMULA POLNOJ WEROQTNOSTI� F �x� � p � �� � p��� �
expf�x��g�� A SREDNIJ SROK SLUVBY

EX � 
 � p� ��� p����
�Z
�

x exp f�x��g dx � ��� p�� �

OPQTX NOWAQ FORMULA DLQ WY�ISLENIQ HARAKTERISTIK RASPREDELENIQ

X�
dALX�E � BOLX�E� OKAZYWAETSQ SU�ESTWUET E�E ODIN TIP RASPRE�

DELENIJ� WY�ISLENIE HARAKTERISTIK KOTOROGO WOOB�E NEMYSLIMO WNE
RAMOK TEORII INTEGRALA lEBEGA� pOMNITE� MY GOWORILI S WAMI O SWQ�
ZI MEVDU SHEMOJ ISPYTANIJ bERNULLI S WEROQTNOSTX� USPE�NOGO IS�
PYTANIQ p � ��� I RAWNOMERNYM RASPREDELENIEM NA OTREZKE  
� � ��
oKAZYWAETSQ� ESLI WEROQTNOSTX USPEHA p �� ���� TO DWOI�NAQ DROBX�
SOSTAWLENNAQ IZ REALIZACIJ INDIKATOROW USPEHA� PREDSTAWLQET RE�
ZULXTAT NABL�DENIQ SLU�AJNOJ WELI�INY S WESXMA ZAGADO�NOJ FUNK�
CIEJ RASPREDELENIQ� wO�PERWYH� �TA FUNKCIQ PO�TI WS�DU POSTOQNNA
� PROIZWODNAQ OT NEE PO�TI WS�DU PO MERE lEBEGA NA �R� B� RAWNA
NUL�� tEM NE MENEE �TA FUNKCIQ WOZRASTAET� NEPRERYWNA���� NO TO�KI
EE ROSTA SOSTAWLQ�T S�ETNOE MNOVESTWO� IME��EE� ESTESTWENNO� NU�
LEWU� LEBEGOWU MERU� sOOTWETSTWU��AQ �TOJ FUNKCII RASPREDELENIQ
WEROQTNOSTNAQ MERA P NA BORELEWSKOJ PRQMOJ SINGULQRNA OTNOSITELX�
NO MERY lEBEGA� ESLI MNOVESTWO B � B IMEET NULEWU� LEBEGOWU MERU�
TO OTS�DA NE SLEDUET� �TO P �B� � 
�
rASPREDELENIQ TAKOGO WIDA� IME��IE NEPRERYWNU� FUNKCI� RAS�

PREDELENIQ� NO SINGULQRNYE PO OTNO�ENI� K MERE lEBEGA� SOSTAWLQ�
�T KLASS SINGULQRNYH RASPREDELENIJ� lEGKO PONQTX� �TO QWNAQ ZAPISX
TAKIH RASPREDELENIJ WRQD LI WOZMOVNA� w NA�EM PRIMERE S POSTROE�
NIEM REALIZACIJ SLU�AJNOJ WELI�INY X S POMO�X� SHEMY bERNULLI

DLQ FUNKCII RASPREDELENIQ X SOSTAWLQETSQ NEKOTOROE OPERATORNOE

URAWNENIE� I ESLI MY HOTIM RASS�ITATX WEROQTNOSTI POPADANIQ X W

INTERWALY NA PRQMOJ� TO PRIDETSQ ISPOLXZOWATX �ISLENNYE METODY
RE�ENIQ TAKIH URAWNENIJ� kONE�NO� MY NE BUDEM ZANIMATXSQ SEJ�AS

WYWODOM URAWNENIQ� OPREDELQ��EGO SINGULQRNU� FUNKCI� RASPREDE�
LENIQ � �TO SLI�KOM TRUDOEMKAQ ZADA�A� DLQ RE�ENIQ KOTOROJ U NAS
NET WREMENI�
iTAK� MY RASSMOTRELI TRI TIPA RASPREDELENIJ� DISKRETNYJ� NE�

PRERYWNYJ I SINGULQRNYJ� uDIWITELXNO TO� �TO DRUGIH TIPOW NE

��



SU�ESTWUET� O �EM SWIDETELXSTWUET ZNAMENITAQ

tEOREMA lEBEGA� l�BAQ FUNKCIQ RASPREDELENIQ PREDSTAWIMA W

WIDE SUMMY TREH NEOTRICATELXNYH� NEUBYWA��IH FUNKCIJ� ODNA IZ
KOTORYH ABSOL�TNO NEPRERYWNA I IMEET NEOTRICATELXNU� PROIZWOD�
NU� NA MNOVESTWE POLOVITELXNOJ LEBEGOWOJ MERY� WTORAQ QWLQETSQ

STUPEN�ATOJ I OBLADAET NE BOLEE �EM S�ETNYM MNOVESTWOM TO�EK RAZ�
RYWA �SKA�KOW�� TRETXQ NEPRERYWNA� NO IMEET NE BOLEE �EM S�ETNOE

MNOVESTWO TO�EK ROSTA�

dOKAZATELXSTWO �TOJ TEOREMY WYHODIT IZ RAMOK NA�EGO OB�EGO

KURSA TEORII WEROQTNOSTEJ� w NE STOLX OTDALENNYE WREMENA� KOGDA
W UNIWERSITETE ZANIMALISX PREPODAWANIEM FUNDAMENTALXNYH NAUK� A
NE OBU�ENIEM PRIMITIWNOMU REMESLU� TEOREMA lEBEGA DOKAZYWALASX W
OB�EM KURSE MATEMATI�ESKOGO ANALIZA� iZ TEOREMY lEBEGA WYTEKAET�
�TO W �ISTOM WIDE SU�ESTWUET TOLXKO TRI TIPA RASPREDELENIJ� IZ
KOTORYH DWA �NEPRERYWNYJ I DISKRETNYJ� NAM ZNAKOMY� A TRETIJ �
SINGULQRNYJ � ZAGADO�EN� I MY POKA NE W SOSTOQNII PREDSTAWITX SEBE�
KAKIM OBRAZOM WY�ISLQTX INTEGRAL lEBEGA�

EX �
Z
R

xdP �x��

OPREDELQ��IJ SREDNEE ZNA�ENIE SLU�AJNOJ WELI�INY X S SINGULQR�
NYM RASPREDELENIEM WEROQTNOSTEJ P �B�� B � B�
sPE�U OBRADOWATX WAS� �TO MY NE BUDEM RASSMATRIWATX SINGULQR�

NYE WEROQTNOSTNYE MODELI� tEM NE MENEE SU�ESTWUET WESXMA OB�IJ

PODHOD K OPREDELENI� FUNKCII PLOTNOSTI DLQ L�BOGO� W TOM �IS�
LE I SME�ANNOGO� TIPOW RASPREDELENIJ� OPIRAQSX NA KOTORYJ MOVNO
PREDLOVITX NEKOTORYJ OB�IJ METOD OPREDELENIQ I WY�ISLENIQ HA�
RAKTERISTIK RASPREDELENIJ RAZLI�NYH TIPOW� �TOT PODHOD UKAZYWA�
ET SLEDU��AQ� NE MENE ZNAMENITAQ� �EM TEOREMA lEBEGA�

tEOREMA rADONA�nIKODIMA� pUSTX NA BORELEWSKOJ PRQMOJ �R�
B� ZADANY WEROQTNOSTX P I SIGMA�KONE�NAQ MERA �� PRI�EM P ABSO�
L�TNO NEPRERYWNA OTNOSITELXNO �� TO ESTX ��B� � 
 WLE�ET P �B� � 
�
tOGDA DLQ PO�TI WSEH PO MERE � TO�EK x � R SU�ESTWUET TAKAQ EDIN�
STWENNAQ FUNKCIQ f�x�� �TO

P �B� �
Z
B
f�x�d��x�� �B � B� ���

��



�TA TEOREMA� DOKAZATELXSTWO KOTOROJ MY TAKVE OPUSKAEM �I NE

POTOMU� �TO WREMENI NET� A PROSTO � ZNANIJ NE HWATAET�� POZWOLQET
WWESTI ODNO IZ CENTRALXNYH PONQTIJ TEORII WEROQTNOSTEJ� POSTOQNNO
ISPOLXZUEMOE PRI POSTROENII WEROQTNOSTNYH MODELEJ�

oPREDELENIE ���� fUNKCIQ f�x�� OPREDELQEMAQ SOOTNO�ENIEM ���
DLQ PO�TI WSEH PO MERE � TO�EK x � R� NAZYWAETSQ FUNKCIEJ PLOTNOS�
TI RASPREDELENIQ WEROQTNOSTEJ P PO MERE �� �TA FUNKCIQ NAZYWAET�
SQ TAKVE PROIZWODNOJ rADONA�nIKODIMA MERY P PO MERE �� I IMEET
MESTO SIMWOLI�ESKAQ ZAPISX f�x� � dP�d��

w RAMKAH �TOGO OPREDELENIQ� WWEDENNAQ WY�E FUNKCIQ PLOTNOSTI
NEPRERYWNOGO RASPREDELENIQ ESTX PROIZWODNAQ rADONA�nIKODIMA WE�
ROQTNOSTI P PO MERE lEBEGA d� � dx NA BORELEWSKOJ PRQMOJ� tAK KAK
WEROQTNOSTX P W SOOTWETSTWII S TEOREMOJ ��� OPREDELQLASX S POMO�X�
FUNKCII RASPREDELENIQ F �x�� TO MY ISPOLXZOWALI TOT WARIANT PROIZ�
WODNOJ rADONA�nIKODIMA� KOTORYJ SOWPADAET S OBY�NOJ PROIZWODNOJ
FUNKCII F �x�� DOOPREDELQQ �TU FUNKCI� W TO�KAH� GDE PROIZWODNAQ
NE SU�ESTWUET TAKIM OBRAZOM� �TOBY NE WOZNIKALI DOPOLNITELXNYE

RAZRYWY� �TO VE KASAETSQ DISKRETNOGO SLU�AQ� TO ZDESX MY ISPOLX�
ZOWALI PROIZWODNU� rADONA�nIKODIMA PO S�ITA��EJ MERE � � DLQ
L�BOGO B � B MERA ��B� RAWNA KOLI�ESTWU TO�EK S CELO�ISLENNY�
MI KOORDINATAMI� KOTORYE PRINADLEVAT B� nAPRIMER� BORELEWSKOE
MNOVESTWO B � ����� �� SODERVIT WOSEMX TO�EK S CELO�ISLENNYMI

KOORDINATAMI ��� ��� 
� � � � �� I PO�TOMU ��B� � �� w �DROBNYH	 TO��
KAH x � R MY POLAGALI f�x� � 
� HOTQ MOGLI BY WYBIRATX L�BYE

DRUGIE ZNA�ENIQ PRI WY�ISLENII WEROQTNOSTEJ PO FORMULE ���� dE�
LO W TOM� �TO PRI INTEGRIROWANII PO DISKRETNOJ S�ITA��EJ MERE

INTEGRAL lEBEGA OT L�BOJ FUNKCII PREWRA�AETSQ W SUMMU ZNA�ENIJ

�TOJ FUNKCII W CELO�ISLENNYH TO�KAH� I ��� PRINIMAET IZWESTNYJ

NAM IZ �LEMENTARNOJ TEORII WEROQTNOSTEJ WID

P �B� �
X
x�B

P �X � x� �
X
x�B

f�x��

tEPERX MY OBLADAEM OB�IM PODHODOM K OPREDELENI� HARAKTERIS�
TIK RASPREDELENIQ SLU�AJNOJ WELI�INY X� zNA�ITELXNAQ �ASTX IZ

NIH OPREDELQETSQ �EREZ INTEGRAL lEBEGA PO MERE �WEROQTNOSTI� P OT

SPECIALXNO PODOBRANNYH FUNKCIJ�

��



oPREDELENIE ���� pUSTX X � SLU�AJNAQ WELI�INA S RASPREDE�
LENIEM P I f�x� � FUNKCIQ PLOTNOSTI P PO SIGMA�KONE�NOJ MERE

�� mATEMATI�ESKIM OVIDANIEM L�BOGO IZMERIMOGO OTOBRAVENIQ

g�X� BORELEWSKOJ PRQMOJ W SEBQ �IZMERIMOJ FUNKCII OT SLU�AJNOJ

WELI�INY X� NAZYWAETSQ INTEGRAL lEBEGA

Eg�X� �
Z
R
g�x�dP �x� �

Z
R
g�x�f�x�d��x��

w �ASTNOSTI� MATEMATI�ESKOE OVIDANIE SLU�AJNOJ WELI�INY X WY�
�ISLQETSQ PO FORMULE

EX �
Z
R
xdP �x� �

Z
R
xf�x�d��x��

z AM E � A N I E� w OTE�ESTWENNOJ LITERATURE PO TEORII WEROQTNOS�
TEJ �NAPRIMER� W U�EBNIKE a�a�bOROWKOWA �tEORIQ WEROQTNOSTEJ	�
MATEMATI�ESKOE OVIDANIE OBOZNA�AETSQ LATINSKOJ BUKWOJM A NE E�

mOMENTNYE HARAKTERISTIKI RASPREDELENIQ SLU�AJNOJ WE�

LI�INY� mATEMATI�ESKOE OVIDANIE FUNKCII g�X� � �X � a�k OT
SLU�AJNOJ WELI�INY X� GDE k PRINIMAET TOLXKO CELO�ISLENNYE ZNA�
�ENIQ �� �� � � � � NAZYWAETSQ MOMENTOM k�GO PORQDKA SLU�AJNOJ WELI�

�INY X OTNOSITELXNO TO�KI a� eSLI a � 
� TO 
k � EXk NAZYWA�
ETSQ PROSTO MOMENTOM k�GO PORQDKA SLU�AJNOJ WELI�INY X� A ESLI
a � EX �� 
��� TO MOMENT �k � E�X � EX�k NAZYWAETSQ CENTRALX�
NYM MOMENTOM k�GO PORQDKA� iNOGDA� WO IZBEVANIE NEDORAZUMENIJ�
MOMENTY 
k NAZYWA�TSQ NECENTRALXNYMI MOMENTAMI� pERWYJ NE�
CENTRALXNYJ MOMENT 
� � EX NAZYWAETSQ SREDNIM ZNA�ENIEM ILI

MATEMATI�ESKIM OVIDANIEM SLU�AJNOJ WELI�INY X I OBOZNA�AETSQ

OBY�NO BUKWOJ �� wTOROJ CENTRALXNYJ MOMENT �� � E�X � ��� NAZY�
WAETSQ DISPERSIEJ SLU�AJNOJ WELI�INY X I OBOZNA�AETSQ ILI BUKWOJ

��� ILI WWODITSQ OPERATOR DX� nAPOMNIM� �TO KWADRATNYJ KORENX

IZ DISPERSII� � �
p
DX MY DOGOWORILISX NAZYWATX STANDARTNYM

OTKLONENIEM X� pOSKOLXKU � IMEET TU VE RAZMERNOSTX� �TO I NA�
BL�DAEMAQ SLU�AJNAQ WELI�INA X� TO W PRAKTI�ESKIH PRILOVENIQH
W KA�ESTWE MERY �RAZBROSA	 WEROQTNOSTEJ ISPOLXZUETSQ OBY�NO STAN�
DARTNOE OTKLONENIE �� A NE DISPERSIQ ��� dLQ SREDNEGO I DISPERSII
X SPRAWEDLIWO

��



pREDLOVENIE ���� sREDNEE ZNA�ENIE EX I DISPERSIQ DX OBLA�
DA�T SLEDU��IMI SWOJSTWAMI�

��� E�aX � b� � aEX � b DLQ L�BYH POSTOQNNYH a� b � R�

��� D�aX � b� � a�DX DLQ L�BYH POSTOQNNYH a� b � R� TO ESTX
DISPERSIQ INWARIANTNA OTNOSITELXNO SDWIGOW SLU�AJNOJ WELI�INY

X NA POSTOQNNU� WELI�INU�

��� DX � EX� � �EX�� � 
� � ���

��� inf
a�R

E�X � a�� � DX� TO ESTX arg inf
a�R

E�X � a�� � EX�

dOK A Z A T E L X S T W O�
��� dANNOE UTWERVDENIE ESTX PROSTAQ KONSTATACIQ SWOJSTWA LI�

NEJNOSTI INTEGRALA lEBEGA�

��� D�aX � b� � E�aX � b� a�� b�� � a�E�X � ��� � a�DX�

��� DX � E�X �EX�� � E
�
X� � �XEX � �EX��

�
�

EX� � �EX �EX � �EX�� � EX� � �EX���

��� E�X � a�� � E ��X � ��� �a� ���� �
E
�
�X � ��� � ��a� ���X � �� � �a � ���

�
� E�X�������a���E�X�

�� � �a � ��� � DX � �a � ��� � DX� PRI�EM RAWENSTWO DOSTIGAETSQ

TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA a � � � EX�

s MOMENTAMI SLU�AJNOJ WELI�INY X SWQZANY DWE ZAME�ATELXNYE

HARAKTERISTIKI FORMY RASPREDELENIQ X �

KO�FFICIENT ASIMMETRII �� � ����
�� I

KO�FFICIENT �KSCESSA �� � ����
� � ��

lEGKO ZAMETITX PO ANALOGII S DOKAZATELXSTWOM PUNKTA �� PREDYDU�
�EGO PREDLOVENIQ� �TO �� I �� INWARIANTNY OTNOSITELXNO LINEJNYH

PREOBRAZOWANIJ SLU�AJNYH WELI�IN� TO ESTX X I aX�b IME�T ODINA�
KOWYE KO�FFICIENTY ASIMMETRII I �KSCESSA PRI L�BYH POSTOQNNYH

a I b�
kAK I WY�E� MY BUDEM NAZYWATX MODOJ RASPREDELENIQ SLU�AJNOJ

WELI�INY X L�BU� TO�KU mod�X� DOSTIVENIQ LOKALXNOGO MAKSIMU�
MA U FUNKCII PLOTNOSTI f�x�� eSLI MODA EDINSTWENNA� TO GOWORQT�

�	



�TO RASPREDELENIE X UNIMODALXNO� kOGDA GRAFIK UNIMODALXNOJ KRI�
WOJ PLOTNOSTI IMEET �DLINNYJ HWOST	 SPRAWA OT MODY �SM� RISUNOK
NA �TOJ STRANICE�� TO W WYRAVENII �� KUBY POLOVITELXNYH OTKLO�
NENIJ PEREWESQT OTRICATELXNYE KUBY� I KO�FFICIENT ASIMMETRII ��
BUDET POLOVITELEN� eSLI VE MODA �SWALENA	 WPRAWO �DLINNYJ HWOST
SLEWA OT MODY�� TO �� � 
� rASPREDELENIQ S SIMMETRI�NOJ FUNKCIEJ
PLOTNOSTI� KAK� NAPRIMER� BINOMIALXNOE S p � ��� ILI RAWNOMERNOE
U�a�b�� OBLADA�T NULEWOJ ASIMMETRIEJ� �� � 
�

�TO VE KASAETSQ KO�FFICIENTA �KSCESSA ��� TO EGO PODLINNYJ SMYSL
MY POJMEM POSLE ZNAKOMSTWA W SLEDU��EM PARAGRAFE S NORMALXNYM

RASPREDELENIEM NA BORELEWSKOJ PRQMOJ� A POKA TOLXKO OTMETIM� �TO
POLOVITELXNYJ �KSCESS GOWORIT OB IZLI�NEJ �PIKOOBRAZNOSTI	 � WY�
TQNUTOSTI WWERH KRIWOJ PLOTNOSTI� W TO WREMQ KAK OTRICATELXNOE

ZNA�ENIE �� UKAZYWAET NA BOLEE PLOSKIJ HARAKTER WER�INY KRIWOJ

PLOTNOSTI�

lEKCIQ 	


pREVDE �EM PEREJTI K PRIMERAM PO WY�ISLENI� MOMENTNYH HA�
RAKTERISTIK SLU�AJNYH WELI�IN� SLEDUET OBRATITX WNIMANIE NA TO�
�TO W RASSMOTRENNYH NAMI WEROQTNOSTNYH MODELQH SU�ESTWU�T DO�
WOLXNO KRUPNYE �LEMENTY� IME��IE NULEWU� WEROQTNOSTX� NAPRIMER�
WO WSEH MODELQH P �X � ���� 
�� � 
� w SWQZI S �TIM WWODITSQ PO�
NQTIE NOSITELQ RASPREDELENIQ SLU�AJNOJ WELI�INY� KAK ZAMYKANIQ
MNOVESTWA fx � R � f�x� 	 
g� tAKOE OPREDELENIE NOSITELQ NE QW�
LQETSQ DOSTATO�NO OB�IM I SWQZANO S MEROJ �� PO KOTOROJ WY�ISLQ�

�




ETSQ PLOTNOSTX f�x�� NO POSKOLXKU MY DOGOWORILISX RASSMATRIWATX

TOLXKO DISKRETNYE I NEPRERYWNYE RASPREDELENIQ �� � S�ITA��AQ

MERA ILI MERA lEBEGA�� TO TAKOE OPREDELENIE WPOLNE RABOTOSPOSOBNO
I POZWOLQET LEGKO NAJTI NOSITELX L�BOGO IZ �ESTI IZWESTNYH NAM

RASPREDELENIJ� nOSITELX RASPREDELENIQ BUDET OBOZNA�ATXSQ RUKOPIS�
NOJ BUKWOJ X� nETRUDNO PONQTX� �TO PRI WY�ISLENII MOMENTNYH I

PRO�IH INTEGRALXNYH HARAKTERISTIK RASPREDELENIQ IZ OBLASTI IN�
TEGRIROWANIQ MOVNO UBRATX WSE TO�KI� NE PRINADLEVA�IE X� I PRI

�TOM WELI�INA HARAKTERISTIKI OSTANETSQ NEIZMENNOJ�

pRIM E R ��� �BINOMIALXNOE RASPREDELENIE B�n� p��� nOSITELX
�TOGO RASPREDELENIQ X � f
� �� � � � � ng� dLQ WY�ISLENIQ PERWYH DWUH
MOMENTOW BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ WOSPOLXZUEMSQ METODOM �DIF�
FERENCIROWANIQ PO PARAMETRU	 I FORMULOJ BINOMA nX�TONA�

nX
k��

Ck
na

kbn�k � �a� b�n�

pO OPREDELENI� SREDNEGO ZNA�ENIQ

� � EX �
nX

k��
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k��� p�n�k � p
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OTKUDA DISPERSIQ BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ �� � EX�� �EX�� �
np��� p��
s POMO�X� ANALOGI�NYH� NO BOLEE UTOMITELXNYH WYKLADOK MOVNO

NAJTI TRETIJ I �ETWERTYJ MOMENTY� A TAKVE KO�FFICIENTY ASIM�
METRII I �KSCESSA
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�� �pq
np��� p�

� �� �
�� �p��� p�

np��� p�
�
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sLEDOWATELXNO� BINOMIALXNOE RASPREDELENIE �SWALENO	 WLEWO �DLIN�
NYJ HWOST SPRAWA� PRI p � ���� SIMMETRI�NO� KAK NAM BYLO IZWESTNO

RANEE� PRI p � ��� I �SWALENO	 WPRAWO PRI p 	 ���� kO�FFICIENT
�KSCESSA POLOVITELEN W OBLASTI p���p� � ���� A NAIBOLX�EE PO ABSO�
L�TNOJ WELI�INE OTRICATELXNOE ZNA�ENIE �� � ���n� KOGDA p � ����
mODA B�n� p� OPREDELQETSQ KAK CELO�ISLENNOE x� PRI KOTOROM PRO�

ISHODIT SMENA NERAWENSTWA f�x jn� p� � f�x�� jn� p� NA OBRATNOE� nE�
TRUDNO UBEDITXSQ� �TO �TO NERAWENSTWO �KWIWALENTNO x�� � p�n����
TAK �TO mod�X� OPREDELQETSQ �EREZ SRAWNENIE ZNA�ENIJ f�x jn� p� PRI
CELYH x � 
� BLIVAJ�IH K p�n� ���

pRIM E R ��� �RASPREDELENIE pUASSONA P����� nOSITELX RASPREDE�
LENIQ X � f
� �� � � � ��g � TO�KA x �� DOLVNA BYTX WKL��ENA W NOSI�
TELX PO TREBOWANI� ZAMYKANIQ MNOVESTWA WEROQTNOSTI EDINICA� mO�
MENTNYE HARAKTERISTIKI PUASSONOWSKOGO RASPREDELENIQ MOVNO RAS�
S�ITATX� ISPOLXZUQ TOT VE METOD DIFFERENCIROWANIQ PO PARAMETRU�
NO PRO�E� WSPOMNIW� �TO P��� ESTX PREDEL B�n�p� PRI n��� p � 

I np � �� PEREJTI K �TOMU PREDELU W MOMENTNYH HARAKTERISTIKAH

BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ� w REZULXTATE POLU�AEM

EX � DX � �� �� � ������ �� � ����

A mod�X� � � �� POSKOLXKU ASIMMETRIQ P��� WSEGDA POLOVITELXNA I
GRAFIK f�x j�� �SWALEN	 WLEWO�
sLEDUET OBRATITX OSOBOE WNIMANIE NA TO� �TO U RASPREDELENIQ pU�

ASSONA DISPERSIQ SOWPADAET SO SREDNIM ZNA�ENIEM� � � �� � ��

pRIM E R ��� �RAWNOMERNOE RASPREDELENIE U�a� b��� nOSITELX RAS�
PREDELENIQ X �  a� b �� mODOJ RASPREDELENIQ QWLQETSQ L�BAQ TO�KA

INTERWALA �a� b�� POSKOLXKU PLOTNOSTX f�x� � �b � a��� POSTOQNNA NA
�TOM INTERWALE�
nETRUDNO UBEDITXSQ� �TO ESLI SLU�AJNAQ WELI�INA X IMEET RAS�

PREDELENIE U�
� ��� TO Y � �b � a�X � a� b 	 a� RASPREDELENA KAK

U�a� b�� �TO PROISTEKAET IZ�ZA SLEDU��EGO SOOTNO�ENIQ MEVDU FUNK�
CIQMI RASPREDELENIQ SLU�AJNYH WELI�IN� P �Y � x� � P ��b � a�X �
a � x� � P �X � �x � a���b � a�� � �x � a���b � a�� w SILU �TOGO

DLQ WY�ISLENIQ MOMENTNYH HARAKTERISTIK U�a� b� DOSTATO�NO NAJ�
TI SOOTWETSTWU��IE HARAKTERISTIKI U�
� �� I ZATEM WOSPOLXZOWATXSQ
PREDLOVENIEM ����

��



dLQ RASPREDELENIQ U�
� �� IMEEM

� � EX �
�Z
�

xdx � ���� 
� �
�Z
�

x�dx � ����

OTKUDA DISPERSIQ �� � ������� � ����� sLEDOWATELXNO� DLQ RASPREDE�
LENIQ U�a� b� �SM� PREDLOVENIE ���� � � a��b�a���� �� � �b�a������
sIMMETRI�NOE RAWNOMERNOE RASPREDELENIE U�a� b� IMEET NULEWOJ

KO�FFICIENT ASIMMETRII� W TO WREMQ KAK KO�FFICIENT �KSCESSA ��
OTRICATELEN �NE BUDEM ZANIMATXSQ EGO WY�ISLENIEM��

pRIM E R ��� �POKAZATELXNOE RASPREDELENIE E����� nOSITELX RAS�
PREDELENIQ X �  
� � � � RAS�IRENNAQ POLOVITELXNAQ �ASTX PRQMOJ
R� nAIBOLX�EE ZNA�ENIE PLOTNOSTI f�x� � ��� expf�x��g DOSTIGAET�
SQ W TO�KE x � 
� PO�TOMU mod�X��
�
mOMENTY POKAZATELXNOGO RASPREDELENIQ


k � ���
�Z
�

xk expf�x��gdx � �k
�Z
�

xke�xdx � ��k � ���k � k��k�

OTKUDA � � �� �� � �� I STANDARTNOE OTKLONENIE � � � SOWPADAET
SO SREDNIM ZNA�ENIEM�

eSTESTWENNO� MOMENTNYE HARAKTERISTIKI DALEKO NE UNIWERSALXNY�
I MOVNO PRIWESTI PRIMERY RASPREDELENIJ� U KOTORYH SU�ESTWUET

OGRANI�ENNOE KOLI�ESTWO MOMENTOW� ILI NE SU�ESTWUET DAVE SREDNE�
GO ZNA�ENIQ� mY PRIWEDEM DWA IZ TAKIH RASPREDELENIJ� ODNO IZ KOTO�
RYH MOVET PREDSTAWLQTX NEKOTORYJ PRAKTI�ESKIJ INTERES� A DRUGOE
BUDET ISPOLXZOWATXSQ DLQ ILL�STRACIJ RAZLI�NYH PATALOGIJ W TEO�
RII STATISTI�ESKOGO WYWODA� OBA RASPREDELENIQ ZANOSQTSQ W KATALOG
WEROQTNOSTNYH MODELEJ�

rASPREDELENIE pARETO Par�a� 
�� nALOGOWYE ORGANY OBY�NO IN�
TERESU�TSQ RASPREDELENIEM GODOWYH DOHODOW TEH LIC� GODOWOJ DOHOD
KOTORYH PREWOSHODIT NEKOTORYJ PREDEL a� USTANOWLENNYJ ZAKONAMI

O NALOGOOBLOVENII� tAKOGO RODA RASPREDELENIQ INOGDA S�ITA�T �K
SOVALENI�� BEZ OSOBOGO ��KONOMI�ESKOGO	 OBOSNOWANIQ� PRIBLIVEN�
NO SOWPADA��IMI S RASPREDELENIEM pARETO� WSQ WEROQTNOSTNAQ MAS�
SA KOTOROGO SOSREDOTO�ENA W OBLASTI x 	 a �NOSITELX RASPREDELENIQ
X �  a� � ��� I FUNKCIQ RASPREDELENIQ NA SEGMENTE X RAWNA

F �x� � ��
�
a

x

��
� x 	 a� 
 	 
�

��



�TO RASPREDELENIE� ZAWISQ�EE OT DWUMERNOGO PARAMETRA � � �a� 
�
S PARAMETRI�ESKIM PROSTRANSTWOM � � R� 	 R�� PRINADLEVIT NE�
PRERYWNOMU TIPU� EGO FUNKCIQ PLOTNOSTI W OBLASTI x 	 a RAWNA

f�x j �� � 


a

�
a

x

����
�

mOMENT k�GO PORQDKA U RASPREDELENIQ pARETO SU�ESTWUET TOLXKO PRI
ZNA�ENIQH PARAMETRA 
 	 k� NAPRIMER� NERAWENSTWO 
 	 � GARANTIRU�
ET SU�ESTWOWANIE SREDNEGO ZNA�ENIQ� KOTOROE� KAK NETRUDNO PODS�I�
TATX� RAWNO 
a��
 � ���
eSLI SLU�AJNAQ WELI�INA X RASPREDELENA PO ZAKONU pARETO� TO�

KAK LEGKO WIDETX� lnX IMEET POKAZATELXNOE RASPREDELENIE� �SDWINU�
TOE WPRAWO	 NA WELI�INU ln a� TAK KAK P �lnX � x� � P �X � ex� �
F �ex�� �TO ZAME�ANIE OB�QSNQET� PO�EMU RASPREDELENIE pARETO ADEK�
WATNO OPISYWAET RASPREDELENIE NABL�DAEMYH DOHODOW U LIC S WY�
SOKIM UROWNEM DOHODA� wSPOMNIM POSTULAT �OTSUTSTWIQ POSLEDEJST�
WIQ	� PRIWODQ�IJ K POKAZATELXNOMU RASPREDELENI� DOLGOWE�NOSTI�
WEROQTNOSTX TOGO� �TO IZDELIE PROSLUVIT PROMEVUTOK WREMENI� NE
MENX�IJ s� PRI USLOWII� �TO ONO UVE OTRABOTALO SROK t� NE ZAWISIT
OT WELI�INY t� w OSNOWU MODELI pARETO POLOVEN TOT VE PRINCIP�
TOLXKO W MULXTIPLIKATIWNOJ� A NE W ADDITIWNOJ� FORMULIROWKE� WE�
ROQTNOSTX TOGO� �TO DOHOD OTDELXNOGO LICA UWELI�ITSQ NE MENX�E�

�EM W s RAZ� PRI USLOWII� �TO ON UVE DOSTIG UROWNQ t� NE ZAWISIT
OT WELI�INY DOSTIGNUTOGO UROWNQ� �TO PROISHODIT� PO�WIDIMOMU�
OT TOGO� �TO OBLADA��IJ BOLX�IMI DOHODAMI STREMITSQ SOHRANITX
DOSTIGNUTOE POLOVENIE I REDKO STREMITSQ WKLADYWATX BOLX�IE KA�
PITALY W NOWYE OTRASLI S CELX� NARA�IWANIQ DENEVNOJ MASSY� w
TAKOM SLU�AE IZMEN�IWOSTX DOHODA ZA NABL�DAEMYE PERIODY WREMENI

NOSIT SLU�AJNYJ HARAKTER I NE SWQZANA S WELI�INOJ KAPITALA� KOTO�
RYM RASPOLAGA�T OTDELXNYE SUB�EKTY� w TO VE WREMQ U �PREDPRINI�
MATELEJ	 RASPREDELENIE DOHODOW OTLI�NO OT ZAKONA pARETO� �TO TAK
NAZYWAEMOE LOGARIFMI�ESKI NORMALXNOE RASPREDELENIE� S KOTORYM
MY POZNAKOMIMSQ NESKOLXKO POZVE� OSWOIW NOWYE MATEMATI�ESKIE ME�
TODY POSTROENIQ WEROQTNOSTNYH MODELEJ�

rASPREDELENIE kO�I C�a� b�� oRUDIE S WRA�A��IMSQ LAFETOM
POME�AETSQ NA EDINI�NOM RASSTOQNII OT STENY� BESKONE�NO UHODQ�EJ
W OBE STORONY�

��



pREDSTAWIM� �TO STENA QWLQETSQ DEJSTWITELXNOJ PRQMOJ R S NA�A�
LOM KOORDINAT W OSNOWANII PERPENDIKULQRA� OPU�ENNOGO IZ ORUDIQ NA
STENU� sTWOL ORUDIQ RAZME�AETSQ PARALLELXNO STENE S NAPRAWLENIEM
WYSTRELA W STORONU OTRICATELXNOJ POLUOSI� LAFET ORUDIQ NA�INAET
RAWNOMERNO WRA�ATXSQ PO HODU �ASOWOJ STRELKI� I PREVDE� �EM STWOL

ZAJMET PERWOE POLOVENIE PARALLELXNOE STENE� W SLU�AJNYJ MOMENT

WREMENI PROISHODIT WYSTREL� �KSPERIMENTATORA INTERESUET RASPRE�
DELENIE SLU�AJNOJ WELI�INY X� REALIZACIQ x KOTOROJ SOWPADAET S

KOORDINATOJ TO�KI POPADANIQ SNARQDA�
pUSTX � � SLU�AJNAQ WELI�INA� SOOTWETSTWU��AQ WELI�INE UG�

LA� MEVDU PERPENDIKULQROM K STENE I POLOVENIEM STWOLA W MOMENT

WYSTRELA� nAM BUDET UDOBNEE IZMERQTX � W PREDELAH ���� �� � I
TRAKTOWATX PREDPOLOVENIE O SLU�AJNOM MOMENTE WYSTRELA W TERMI�
NAH RAWNOMERNOGO RASPREDELENIQ � NA �TOM SEGMENTE� sLEDOWATELX�
NO� FUNKCIQ RASPREDELENIQ � PRI ��� 
 x 
 �� RAWNA F �x� �
�x � ������ o�EWIDNO� KOORDINATA TO�KI POPADANIQ �SM� RISUNOK�
X � tg�� OTKUDA ISKOMAQ FUNKCIQ RASPREDELENIQ

F �x� � P �X � x� � P �tg� � x� � P �� � arctg x� �

�



�
arctg x�



�

�
� x � R�

A FUNKCIQ PLOTNOSTI

f�x� �
�


� �

� � x�
�

sDWIG WPRAWO NA PARAMETR a I WYBOR MAS�TABNOGO PARAMETRA b
OPREDELQET TO RASPREDELENIE� KOTOROMU MY PRISWOIM IMQ kO�I I

BUDEM OBOZNA�ATX C�a� b�� EGO FUNKCIQ PLOTNOSTI

f�x j a� b� � �

b

�
�� �

�
x� a

b

������ �

��



NOSITELEM RASPREDELENIQ QWLQETSQ RAS�IRENNAQ �ISLOWAQ PRQMAQ X �
�R � ��� �� ��
lEGKO WIDETX� �TO RASPREDELENIE kO�I NE OBLADAET DAVE KONE�NYM

SREDNIM ZNA�ENIEM� NE GOWORQ O MOMENTAH BOLEE WYSOKOGO PORQDKA�
oDNAKO �TO RASPREDELENIE SIMMETRI�NO I IMEET QRKO WYRAVENNU�

MODU� mod�X��a� KOTORAQ S USPEHOM ZAMENQET SREDNEE ZNA�ENIE� KAK
HARAKTERISTIKU POLOVENIQ CENTRA MASS� w SWQZI S �TIM POLEZNO SDE�
LATX ZAME�ANIE O SREDNEM ZNA�ENII KAK HARAKTERISTIKE POLOVENIQ�
ONO DEJSTWITELXNO IGRAET SWO� ROLX TOLXKO W SLU�AE SIMMETRI�NYH

RASPREDELENIJ� NO PRI BOLX�IH ABSOL�TNYH ZNA�ENIQH �� SREDNEE PE�
RESTAET BYTX POLEZNOJ HARAKTERISTIKOJ RASPREDELENIQ� W TO WREMQ
KAK MODA �WSEGDA HORO�A	�
kAKIE VE HARAKTERISTIKI ISPOLXZU�TSQ PRI OPISANII RASPREDELE�

NIJ� U KOTORYH OTSUTSTWU�T MOMENTY�

oPREDELENIE ��� pUSTX FUNKCIQ RASPREDELENIQ F �x� SLU�AJNOJ
WELI�INY X STROGO WOZRASTAET W OBLASTI WSEH ZNA�ENIJ SWOEGO ARGU�
MENTA� DLQ KOTORYH 
 � F �x� � �� tOGDA DLQ L�BOGO p � �
� �� KORENX
xp � F���p� URAWNENIQ F �x� � p NAZYWAETSQ p�KWANTILX� RASPREDE�
LENIQ X�

w TOM SLU�AE� KOGDA F �x� NEPRERYWNA� NO NE STROGO MONOTONNA� TAK
�TO URAWNENIE F �x� � p IMEET MNOGO RE�ENIJ� W KA�ESTWE p�KWANTILI
OBY�NO BERETSQ NAIBOLX�IJ ILI NAIMENX�IJ IZ KORNEJ �TOGO URAWNE�
NIQ� I WYBOR KORNQ OPREDELQETSQ SU�ESTWOM RASSMATRIWAEMOJ WEROQT�
NOSTNOJ PROBLEMY� w SLU�AE VE DISKRETNOGO RASPREDELENIQ �TO URAW�
NENIE MOVET WOOB�E NE IMETX RE�ENIJ� I TOGDA W KA�ESTWE p�KWANTILI
WYBIRAETSQ TO ZNA�ENIE x� DLQ KOTOROGO ZNA�ENIE F �x� BLIVE WSEGO K
ZADANNOMU p�
kWANTILX S�ITAETSQ HARAKTERISTIKOJ POLOVENIQ� I S �TOJ TO�KI

ZRENIQ OSOBOGO WNIMANIQ ZASLUVIWAET KWANTILX x���� KOTORAQ RAZDE�
LQET WS� WEROQTNOSTNU� MASSU NA DWE ODINAKOWYE POLOWINKI� �TA
KWANTILX NOSIT NAZWANIE MEDIANY RASPREDELENIQ I OBY�NO OBOZNA�A�
ETSQ BUKWOJ m� u SIMMETRI�NYH RASPREDELENIJ �BINOMIALXNOE S WE�
ROQTNOSTX� USPE�NOGO ISPYTANIQ p � ���� RAWNOMERNOE I kO�I� ME�
DIANA SOWPADAET S CENTROM SIMMETRII RASPREDELENIQ� A PRI NALI�II
SREDNEGO ZNA�ENIQ U SIMMETRI�NOGO RASPREDELENIQ MEDIANA m � EX�
eSLI p KRATNO 
��� TO KWANTILX NAZYWAETSQ DECILX�� A ESLI p � ���

��



ILI ���� TO � KWARTILX��
s KWANTILQMI SWQZANY TAKVE NESKOLXKO HARAKTERISTIK RASSEQNIQ

RASPREDELENIQ WEROQTNOSTEJ� o�EWIDNO� INTERWAL �x��p� xp� PRI DO�
STATO�NO BLIZKIH K EDINICE ZNA�ENIQH p NAKRYWAET OSNOWNU� �ASTX

WEROQTNOSTNOJ MASSY� I PO�TOMU RAZNOSTX xp� x��p� p 	 ���� SLUVIT
HARAKTERISTIKOJ TOLERANTNOSTI RASPREDELENIQ SLU�AJNOJ WELI�I�
NY X� eSLI p � ���� TO RAZNOSTX x��� � x��� NAZYWAETSQ SEMIINTER�
KWARTILXNOJ �IROTOJ RASPREDELENIQ X�

lEKCIQ 		

mY ZAWER�IM �TOT PARAGRAF DOKAZATELXSTWOM ODNOGO ZAME�ATELX�
NOGO NERAWENSTWA� IGRA��EGO ISKL��ITELXNU� ROLX PRI DOKAZATELX�
STWE MNOGIH TEOREM �ILI� KAK �ASTO GOWORQT� �ZAKONOW	� TEORII WE�
ROQTNOSTEJ� �TO NERAWENSTWO ILI� W BOLX�EJ STEPENI� SLEDSTWIE IZ
NEGO SWQZYWAET KWANTILXNYE I MOMENTNYE HARAKTERISTIKI RASSEQNIQ

RASPREDELENIQ�

pREDLOVENIE ��� �N E R A W E N S T W O �E BY�E W A�� dLQ L�BOJ

NEOTRICATELXNOJ IZMERIMOJ FUNKCII g�x� I L�BOGO � 	 
 IMEET MESTO
NERAWENSTWO

P � g�X� 	 � � 
 E g�X�

�
�

dOK A Z A T E L X S T W O� eSLI E g�X� � ��� TO NERAWENSTWO TRIWI�
ALXNO� w SLU�AE KONE�NOGO MATEMATI�ESKOGO OVIDANIQ

E g�X� �
Z
R
g�x�dP �x� �

Z
g	x
��

g�x�dP �x� �
Z
g	x
��

g�x�dP �x��

eSLI W PRAWOJ �ASTI �TOGO RAWENSTWA PERWOE SLAGAEMOE ZAMENITX

NULEM �ONO NEOTRICATELXNO�� A WO WTOROM SLAGAEMOM POD INTEGRALOM

WMESTO g�x� PODSTAWITX EGO NAIMENX�EE ZNA�ENIE �� TO POLU�IM OCEN�
KU SNIZU

E g�X� � �
Z
g	x
��

dP �x� � �P �g�X� 	 ���

IZ KOTOROJ NEMEDLENNO SLEDUET NERAWENSTWO �EBY�EWA�

sLEDSTWIE ���� dLQ L�BOJ SLU�AJNOJ WELI�INY X S KONE�NYM

SREDNIM ZNA�ENIEM EX I L�BOGO � 	 
 IMEET MESTO NERAWENSTWO

P �jX �EXj 	 �� 
 DX

��
� ���

��



dOK A Z A T E L X S T W O� eSLI DISPERSIQ X NE SU�ESTWUET �RAWNA BES�
KONE�NOSTI�� TO UTWERVDENIE SLEDSTWIQ TRIWIALXNO� w SLU�AE DX �
� DOSTATO�NO ZAMENITX SOBYTIE jX �EXj 	 � NA �KWIWALENTNOE

jX �EXj� 	 �� I PRIMENITX NERAWENSTWO �EBY�EWA�

dOKAZANNOE NERAWENSTWO �ASTO ISPOLXZUETSQ NA PRAKTIKE DLQ UNI�
WERSALXNOJ HARAKTERISTIKI TOLERANTNOSTI RASPREDELENIJ� OBLADA��
�IH KONE�NYM SREDNIM � I KONE�NOJ DISPERSIEJ ��� iMEETSQ W WIDU
RASPROSTRANENNOE

pRAWILO TREH SIGM� iNTERWAL S KONCAMI �� �� SODERVIT PRI�
BLIZITELXNO �
� WEROQTNOSTNOJ MASSY RASPREDELENIQ X�
dEJSTWITELXNO� ESLI W NERAWENSTWE ��� POLOVITX � � ��� TO POLU�

�IM� P �� � �� 
 X 
 � � ��� � � � P �jX � �j 	 ��� � ��� � 
���

tAK KAK PRAWILO �� NOSIT UNIWERSALXNYJ HARAKTER� TO ONO DAET
W BOLX�INSTWE SLU�AEW SLI�KOM GRUBU� OCENKU TOLERANTNOSTI RAS�
PREDELENIQ� nAPRIMER� MOVNO DOKAZATX� �TO DLQ SIMMETRI�NYH RAS�
PREDELENIJ S KONE�NYM TRETXIM MOMENTOM �� SPRAWEDLIWO PRAWILO

��� INTERWAL S KONCAMI � � �� SODERVIT �
� WEROQTNOSTNOJ MASSY

RASPREDELENIQ�
w DALXNEJ�EM� �TOBY NE PISATX DLINNYE NAZWANIQ RASSMOTRENNYH

NAMI RASPREDELENIJ� MY BUDEM UKAZYWATX RASPREDELENIE X POSRED�
STWOM SSYLKI NA SIMWOL �TOGO RASPREDELENIQ� ISPOLXZUQ PRI �TOM

ZNAK �KWIWALENTNOSTI� NAPRIMER� X  B�n� p� OZNA�AET� �TO X IMEET

BINOMIALXNOE RASPREDELENIE�

��



x�� pREDELXNYE TEOREMY W SHEME ISPYTANIJ bERNULLI�
nORMALXNOE RASPREDELENIE

pRI WYWODE RASPREDELENIQ pUASSONA MY ISSLEDOWALI ASIMPTOTIKU

BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ� KOGDA n � �� p � �� np � � �const��
sU�ESTWUET� ODNAKO� �IROKIJ KLASS PRAKTI�ESKIH ZADA�� W KOTORYH
POSTROENIE WEROQTNOSTNYH MODELEJ TREBUET ASIMPTOTI�ESKOGO ANA�
LIZA BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ PRI FIKSIROWANNOM p � ��� �� I
n���

pRIM E R 	
� �OPREDELENIE WIDIMOJ ZWEZDNOJ WELI�INY�
 nABL��
DENIQ ZA IZMENENIEM BLESKA NEBESNYH SWETIL� W �ASTNOSTI ZWEZD� QW�
LQETSQ ODNOJ IZ WAVNEJ�IH ZADA� PRAKTI�ESKOJ ASTRONOMII
 tOLXKO
S POMO�X� ANALIZA TAKIH NABL�DENIJ MOVNO OBNARUVITX PEREMEN�

NYE ZWEZDY� POSTAWLQ��IE INFORMACI� O RASSTOQNIQH DO OTDALEN�
NYH SWETIL �CEFEIDY�� A TAKVE OB IH MASSAH� RAZMERAH I PR
 �ZATMEN�
NYE PEREMENNYE I SPEKTRALXNO�DWOJNYE ZWEZDY�

wELI�INA BLESKA ZWEZDY OPREDELQETSQ WIDIMOJ ZWEZDNOJ WELI�INOJ

� HARAKTERISTIKOJ SWETIMOSTI� PROPORCIONALXNOJ KOLI�ESTWU KWAN�
TOW SWETA� ISHODQ�IH OT ZWEZDY I DOSTIG�IH PRIBORA ��LEKTRI�ESKO�
GO FOTOMETRA� FOTOGRAFI�ESKOJ PLASTINKI I T
P
�� KOTORYJ REGIST�
RIRUET POTOK LU�EWOJ �NERGII
 s TO�KI ZRENIQ PROBLEMY POSTROENIQ

WEROQTNOSTNOJ MODELI IZMEN�IWOSTI W POWTORNYH NABL�DENIQH BLES�
KA� MY IMEEM TU VE KARTINU� �TO I PRI IZMERENIQH INTENSIWNOSTI

RADIOAKTIWNOGO ISTO�NIKA� KAVDYJ KWANT SWETA S OPREDELENNOJ WERO�
QTNOSTX� p DOSTIGAET REGISTRIRU��EGO PRIBORA� I OB�EE KOLI�ESTWO
REGISTRIRUEMYH KWANTOW OPREDELQET REZULXTAT NABL�DENIQ BLESKA

ZWEZDY
 pRINCIPIALXNOE RAZLI�IE S IZMERENIQMI RADIOAKTIWNOSTI

SOSTOIT W DOSTATO�NO BOLX�OM ZNA�ENII WEROQTNOSTI USPE�NOGO IS�
HODA� p� W TO WREMQ KAK OB�EE KOLI�ESTWO �ISPYTANIJ� n �W DANNOM
SLU�AE � KOLI�ESTWO KWANTOW� NAPRAWLENNYH NA PRIBOR� �REZWY�AJNO
WELIKO
 tAKIM OBRAZOM WOZNIKAET PROBLEMA ASIMPTOTI�ESKOGO ANA�
LIZA BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ PRI FIKSIROWANNOM p I n � ��

pRIM E R 	
� �OPREDELENIE OB�EGO SODERVANIQ SERY W DIZELXNOM

TOPLIWE�
 oB�EE SODERVANIE SERY SLUVIT ODNOJ IZ WAVNYH HARAK�
TERISTIK �KOLOGI�ESKOJ �ISTOTY DIZELXNOGO TOPLIWA
 rE�X IDET NE

OB ��LEMENTARNOJ SERE� � PROCENTNOM SODERVANII HIMI�ESKOGO �LE�

��



MENTA S� �TO S WYSOKOJ STEPENX� TO�NOSTI OPREDELQETSQ S POMO�X�

SPEKTRALXNOGO ANALIZA WE�ESTWA� A SPOSOBNOSTI �LEMENTA S PRI SGO�
RANII TOPLIWA SOEDINQTXSQ S KISLORODOM� OBRAZUQ SERNYJ GAZ SO��
iMENNO �TOT GAZ �EREZ WYHLOPNYE TRUBY MA�IN POPADAET W SREDU NA�
�EGO OBITANIQ I SOEDINQETSQ S WODOJ� OBRAZUQ SERNU� KISLOTU H�SO��
nU� A �TO TAKOE SERNAQ KISLOTA� I �TO ONA MOVET NATWORITX S NA�IMI
LEGKIMI� WY ZNAETE IZ �KOLXNOGO KURSA HIMII

iTAK� RE�X IDET O HIMI�ESKOJ AKTIWNOSTI SERY� SODERVA�EJSQ W

DIZELXNOM TOPLIWE W SWQZANNOM WIDE
 aNALIZ �TOJ AKTIWNOSTI PRO�
IZWODITSQ SLEDU��IM OBRAZOM
 bERETSQ OPREDELENNOE KOLI�ESTWO DI�
ZELXNOGO TOPLIWA� SKAVEM ��� GRAMM� I SVIGAETSQ W ZAMKNUTOJ KOLBE

pRODUKTY SGORANIQ �ASTI�NO WYPADA�T W ZOLU ILI W WIDE DYMA PO

TRUB�ATOMU OTWODU POPADA�T W DRUGU� ZAMKNUTU� KOLBU� NAPOLNEN�
NU� WODOJ
 sERNYJ GAZ SOEDINQETSQ S WODOJ� OBRAZUQ RASTWOR SERNOJ
KISLOTY
 tITRUQ �TOT RASTWOR OPREDELENNYM KOLI�ESTWOM �ELO�I�
MY MOVEM OPREDELITX OB�EE KOLI�ESTWO �LEMENTA SERY� KOTOROE IZ
DIZELXNOGO TOPLIWA �EREZ SVIGANIE I POSLEDU��EE SOEDINENIE S KIS�
LORODOM I WODOJ PERE�LO W SERNU� KISLOTU
 rAZDELIW �TO KOLI�ESTWO
SERY NA WES ANALIZIRUEMOJ PROBY TOPLIWA ���� GRAMM� I UMNOVIW RE�
ZULXTAT NA ����� MY POLU�IM REZULXTAT x NA�EGO STATISTI�ESKOGO

�KSPERIMENTA PO NABL�DENI� SLU�AJNOJ WELI�INY X�
pOWTORNYE ANALIZY ANALOGI�NYH PROB TOJ VE PARTII TOPLIWA�

W TEH VE USLOWIQH �KSPERIMENTA I NA TEH VE PRIBORAH UKAZYWA�T

NA ZNA�ITELXNU� IZMEN�IWOSTX REZULXTATOW KAVDOGO �KSPERIMENTA

mETROLOGI�ESKIJ ANALIZ ISPYTANIJ UKAZYWAET NA TO� �TO �TA IZMEN�
�IWOSTX W PERWU� O�EREDX OBUSLOWLENA SLU�AJNYM HARAKTEROM PRO�
CESSOW SPEKANIQ� OPREDELENNOGO KOLI�ESTWA SERY S DRUGIMI PRODUK�
TAMI SGORANIQ I WYPADENIQ IH W ZOLU� A TAKVE NEPOLNYM SOEDINENIEM
SERNOGO GAZA S WODOJ
 gRUBO GOWORQ� KAVDAQ MOLEKULA SERY TOLXKO S

NEKOTOROJ DOSTATO�NO WYSOKOJ WEROQTNOSTX� p MOVET DOSTI�X SWOEGO
KONE�NOGO SOSTOQNIQ W MOLEKULE SERNOJ KISLOTY I WNESTI SWOJ WKLAD

W REZULXTAT x NABL�DENIQ X� pONQTNO� �TO KOLI�ESTWO n MOLEKUL SE�
RY W PROBE TOPLIWA WESXMA WELIKO� TOGDA KAK WEROQTNOSTX p BLIZKA
K EDINICE
 sLEDOWATELXNO� MY IMEEM DELO S PROBLEMOJ ASIMPTOTI�
�ESKOGO ANALIZA BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ PRI RASTU�EM �ISLE

ISPYTANIJ n I POSTOQNNOJ WEROQTNOSTI USPEHA p�

oGRANI�IMSQ RASSMOTRENIEM �TIH DWUH PRIMEROW� IZ KOTORYH LEG�

��



KO WIDETX� �TO SU�ESTWUET OB�IRNEJ�IJ KLASS STATISTI�ESKIH �KSPE�
RIMENTOW� SWQZANNYH S NABL�DENIEM LINEJNOJ FUNKCII OT SLU�AJNOJ

WELI�INY S BINOMIALXNYM ZAKONOM RASPREDELENIQ B�n� p�� W KOTOROM
p�const� A n �REZWY�AJNO WELIKO
 pROWEDEM ASIMPTOTI�ESKIJ ANALIZ

TAKOJ SITUACII I NA�NEM EGO S ISSLEDOWANIQ ASIMPTOTI�ESKOGO POWE�
DENIQ X�n � �ASTOTNOJ OCENKI WEROQTNOSTI p USPE�NOGO ISPYTANIQ
W SHEME bERNULLI
 tOT FAKT� �TO PRI n�� OTNOSITELXNAQ �ASTOTA

X�n STREMITSQ K p W OPREDELENNOM WEROQTNOSTNOM SMYSLE USTANA�
WLIWAET ODIN IZ OSNOWNYH ZAKONOW TEORII WEROQTNOSTEJ� OTKRYTYJ
i
bERNULLI W XVII WEKE


tEOREMA ���� �zAKON BOLX�IH �ISEL bERNULLI�
 pUSTX X �
B�n� p�� tOGDA� KAKOWO BY NI BYLO � � ��

lim
n��P

������
X

n
� p

����� � �

�
� ��

dOK A Z A T E L X S T W O
 wOSPOLXZUEMSQ RANEE DOKAZANNYM NERAWEN�
STWOM �EBY�EWA W FORME SLEDSTWIQ �
�� GDE W SLU�AE BINOMIALXNOGO
RASPREDELENIQ EX � np I DX � np��� p�� iMEEM

P

������
X

n
� p

����� � �

�
� D�X�n�

��
�

np��� p��n�

��
�

p��� p�

n��
� ��

KOGDA n���

zAKON BOLX�IH �ISEL RAZ�QSNQET PRIRODU STABILIZACII OTNOSI�
TELXNOJ �ASTOTY WYPADENIQ GERBA OKOLO ZNA�ENIQ p � ���� KOTORU�
MY NABL�DALI NA PERWOJ LEKCII PO TEORII WEROQTNOSTEJ
 dEJSTWI�
TELXNO� W SLU�AJNYH �KSPERIMENTAH NELXZQ UTWERVDATX� �TO jX�n �
p j � �� NA�INAQ S NEKOTOROGO n� iSTINA W TOM� �TO� NA�INAQ S NE�
KOTOROGO n� �TO NERAWENSTWO WYPOLNQETSQ S L�BOJ� NAPERED ZADAN�
NOJ I SKOLX UGODNO BLIZKOJ K EDINICE WEROQTNOSTX�
 tAKIM OBRAZOM

MY DOLVNY SKAZATX� �TO W DANNOM SLU�AE NABL�DAETSQ SHODIMOSTX

PO WEROQTNOSTI� KOTORAQ IMEET SOWER�ENNO DRUGU� PRIRODU� �EM TA

SHODIMOSTX� KOTORU� MY IZU�AEM W KURSE MATEMATI�ESKOGO ANALIZA

wYWOD ZAKONA BOLX�IH �ISEL SODERVIT TAKVE OB�QSNENIE FENO�

MENU� SWQZANNOMU S PORQDKOM n���� O�IBKI W PRIBLIVENII p �� ����
WELI�INOJ X�n� dEJSTWITELXNO� W SLU�AE p � ��� STANDARTNOE OT�
KLONENIE � �

q
D�X�n� � ��

p
n���� RASPREDELENIE SLU�AJNOJ WELI�

�INY X�n SIMMETRI�NO� I W SILU PRAWILA DWUH SIGM� INTERWAL

��



��� � n���� NAKRYWAET ��� CENTRALXNOJ �ASTI OBLASTI WOZMOVNYH

ZNA�ENIJ X�n�
eSTESTWENNO� ESLI NE DELITX X NA n� TO X � � PO WEROQTNOSTI�

KOGDA n � �� nO ESLI X CENTRIROWATX EE SREDNIM ZNA�ENIEM np
I ZATEM MAS�TABIROWATX STANDARTNYM OTKLONENIEM� TO POSTROENNAQ
TAKIM OBRAZOM SLU�AJNAQ WELI�INA Yn � �X � np��

q
np��� p� IMEET

PRI n �� NEWYROVDENNOE RASPREDELENIE
 wID �TOGO RASPREDELENIQ
USTANAWLIWAET ZNAMENITAQ PREDELXNAQ TEOREMA mUAWRA�lAPLASA ���
WEK��
 pRI DOKAZATELXSTWE SU�ESTWENNO ISPOLXZUETSQ SLEDU��IJ TEH�
NI�ESKIJ REZULXTAT


lEMMA ���� pUSTX X � B�n� p�� n � � I CELOE k � � TAK� �TO

� � �p � k�n � O���� tOGDA

P �X � k� � f�k jn� p� � �q
��n�p��� �p�

expf�nH��p�g �� �O�n���
�
�

GDE

H�x� � x ln
x

p
� ��� x� ln

�� x

�� p
� � 	 x 	 ��

dOK A Z A T E L X S T W O
 wOSPOLXZUEMSQ ASIMPTOTI�ESKOJ FORMULOJ
sTIRLINGA

n� �
p
��nnne�n

�
� �O�n���

�
DLQ FAKTORIALOW n�� k� I �n � k�� W BINOMIALXNOM KO�FFICIENTE Ck

n

I PREDSTAWIM FUNKCI� PLOTNOSTI BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ W

ASIMPTOTI�ESKOM WIDE�

f�k jn� p� � n�

k��n� k��
pk��� p�n�k �

p
��nnn e�npk��� p�n�kp

��k kk e�k
q
���n� k� �n� k�n�k e�n�k

�
� �O

�
�

n

��
�

expfn lnn� k ln k � �n� k� ln�n� k� � k ln p� �n� k� ln��� p�gr
��nk

n

�
�� k

n

� �
�
� �O

�
n��

��
�

dOKAZATELXSTWO ZAWER�AETSQ O�EWIDNYMI PREOBRAZOWANIQMI WYRA�
VENIQ� STOQ�EGO W FIGURNYH SKOBKAH� K WIDU f�nH��p�g�

��



lEKCIQ ��

tEOREMA ���� �lOKALXNAQ PREDELXNAQ TEOREMA mUAWRA�
lAPLASA�
 pUSTX PRI n�� CELOE k � np�O�

p
n�� tOGDA

f�k jn� p� � �q
��np��� p�

exp

��
��

�k � np��

�np��� p�

	

�
�
� �O

�
n����

��
�

dOK A Z A T E L X S T W O
 tAK KAK PO USLOWI� TEOREMY �p � k�n �
p�O�n������ TO ESTESTWENNO WOSPOLXZOWATXSQ ASIMPTOTI�ESKOJ FORMU�
LOJ LEMMY 	
�� RAZLAGAQ FUNKCII ��p ��� �p������ I H��p� W RQD tEJLORA
PO STEPENQM �p� p � O�n������
iMEEM

��p ��� �p������ �
�
�p�O�n�������� � p�O�n������

�����
�

�p �� � p�������� �O�n�������

I DLQ DOKAZATELXSTWA TEOREMY OSTAETSQ POKAZATX� �TO

nH��p� �
�k � np��

�np��� p�
�O

�
 �p

n

�
A � ���

rAZLOVIM

H��p� � �p ln
�p

p
� ��� �p� ln

�� �p

�� p

W RQD tEJLORA W OKRESTNOSTI TO�KI �p � p �

H��p� � H�p�� ��p� p�H ��p��
��p� p��

��
H ���p��

��p� p��

��
H ����p����p� p���

GDE� KAK I W L�BOM RAZLOVENII tEJLORA� � 	 � 	 ��
iMEEM H�p� � �� I TAK KAK H ��x� � ln�x�p� � ln��� � x���� � p���

TO H ��p� � �� dALEE� H ���x� � ��x � ���� � x�� OTKUDA H ���p� � �p�� �
p����� nAKONEC� H ����x� � �x������x���� �TO WLE�ET OGRANI�ENNOSTX
H ����p � ���p � p�� PRI BOLX�IH n� POSKOLXKU p OTGRANI�ENO OT � I �

tAKIM OBRAZOM�

H��p� �
��p� p��

�p��� p�
�O

�
��p� p��

�
�

�TO� O�EWIDNO� �KWIWALENTNO ���


��



tEOREMA ���� �iNTEGRALXNAQ PREDELXNAQ TEOREMA mUAWRA�
lAPLASA�� dLQ L�BYH POSTOQNNYH a I b I SLU�AJNOJ WELI�INY

X � B�n� p� SPRAWEDLIWO ASIMPTOTI�ESKOE PREDSTAWLENIE

lim
n��P

�
a � X � npq

np��� p�
	 b

�
A � �p

��

bZ
a

e�x
���dx� ���

dOK A Z A T E L X S T W O
 iSPOLXZUQ TEOREMU 	
�� PREDSTAWIM WEROQT�
NOSTX P �a � Yn 	 b� S Yn � �X � np��

q
np��� p� W WIDE

P �a � Yn 	 b� �

X
k�A

�q
��np��� p�

exp

��
��

�k � np��

�np��� p�

	

�
�
� �O

�
 �p

n

�
A
�
A � ���

GDE MNOVESTWO CELYH �ISEL

A �

��
�k � a � k � npq

np��� p�
	 b

	

� �

pRIMENENIE LOKALXNOJ PREDELXNOJ TEOREMY W DANNOM SLU�AE OPRAW�
DANO� ESLI k � A� TO PRI n�� SPRAWEDLIWO ASIMPTOTI�ESKOE PRED�
STAWLENIE k � np�O�

p
n��

pOKAVEM TEPERX� �TO PRAWAQ �ASTX ��� PREDSTAWLQET SOBOJ SUMMU

dARBU DLQ INTEGRALA W PRAWOJ �ASTI RAWENSTWA ���
 dLQ �TOGO POLO�
VIM

xk �
k � npq
np��� p�

� �xk � xk � xk�� �
�q

np��� p�
� 
�x� �

�p
��

e�x
���

I RAZOBXEM OTREZOK � a� b � TO�KAMI xk� k � A� pOSKOLXKU �xk � � PRI
n��� A SUMMARNAQ DLINA OTREZKOW RAZBIENIQ

X
k�A

�xk 	 b� a�

TO �ISLO OTREZKOW RAZBIENIQ RASTET S ROSTOM n� W TO WREMQ KAK IH
DLINA STREMITSQ K NUL�
 sLEDOWATELXNO�

X
k�A


�xk��xk ��
bZ
a


�x�dx�

��



dLQ ZAWER�ENIQ DOKAZATELXSTWA OSTAETSQ TOLXKO ZAMETITX� �TO � 	

�x� 	 �� I PO�TOMU PRI n��

� � X
k�A


�xk��xk �O
�
 �p

n

�
A � b� ap

n
� ��

z AM E � A N I E
 iNTEGRALXNAQ TEOREMA mUAWRA�lAPLASA INOGDA
FORMULIRUETSQ W TERMINAH SLEDU��EGO PRIBLIVENNOGO RAWENSTWA DLQ

RASPREDELENIQ BINOMIALXNOJ SLU�AJNOJ WELI�INY X �

P �a � X 	 b� 	 �p
��

b�npp
np���p�Z
a�npp
np���p�

exp

��
��

x�

�

	

� dx� n
 �� ���

w TAKOJ ZAPISI TEOREMY ZNAK 	 OZNA�AET ASIMPTOTI�ESKU� �KWIWA�
LENTNOSTX PRAWOJ I LEWOJ �ASTEJ ��� �IH OTNO�ENIE STREMITSQ K EDI�
NICE PRI n � �� LI�X W SLU�AE NEZNA�ITELXNOJ UDALENNOSTI a I

b OT CENTRA np BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ
 dLQ �TOGO DOSTATO�NO
SRAWNITX ZAPISX ODNOGO I TOGO VE UTWERVDENIQ S POMO�X� FORMUL

��� I ���� �TOBY UBEDITXSQ W SPRAWEDLIWOSTI FORMULY ��� LI�X PRI
ZNA�ENIQH a I b PORQDKA np�O�

p
n�� w PROTIWNOM SLU�AE� KAK LEWAQ�

TAK I PRAWAQ �ASTI ��� S ROSTOM n STREMQTSQ K NUL�� NO S RAZNOJ SKO�
ROSTX�
 aSIMPTOTI�ESKIJ ANALIZ BINOMIALXNYH WEROQTNOSTEJ W OB�
LASTQH� UDALENNYH OT np NA PORQDOK BOLX�IJ� �EM O�

p
n�� SOSTAWLQET

SODERVANIE TEOREM O BOLX�IH UKLONENIQH BINOMIALXNOGO RASPREDE�

LENIQ� KOTORYE W NA�EM KURSE TEORII WEROQTNOSTEJ RASSMATRIWATXSQ

NE BUDUT

kAK IZWESTNO IZ OB�EGO KURSA ANALIZA� INTEGRAL �JLERA�pUASSONA

�p
��

�Z
��

e�x
���dx � ��

PO�TOMU PRI L�BYH � � R I � � R�

�
�
x� �

�

�
�

�p
��

x��

�Z
��

exp

��
��

t�

�

	

� dt �

�p
���

xZ
��

exp

��
��

�t� ���

���

	

� dt

ESTX FUNKCIQ RASPREDELENIQ� A

�

�



�
x� �

�

�
�

d

dx
�
�
x� �

�

�
�

�p
���

exp

��
��

�x � ���

���

	

� �

��



FUNKCIQ PLOTNOSTI
 �TI FUNKCII OPREDELQ�T DWUHPARAMETRI�ESKOE
SEMEJSTWO NORMALXNYH ILI GAUSSOWSKIH RASPREDELENIJ S NOSITELEM

X � �R � ���� �� � I PARAMETRI�ESKIM PROSTRANSTWOM � � R� R��
mY BUDEM OBOZNA�ATX �TO RASPREDELENIE N��� ����

eSLI � � �� A � � �� TO N��� �� NAZYWAETSQ STANDARTNYM NOR�

MALXNYM RASPREDELENIEM� EMU SOOTWETSTWU�T FUNKCIQ RASPREDELE�
NIQ ��x� I FUNKCIQ PLOTNOSTI 
�x�� pOSKOLXKU PARAMETRY NORMALX�
NOGO RASPREDELENIQ QWLQ�TSQ PARAMETRAMI SDWIGA ��� I MAS�TABA

���� TO SEMEJSTWO NORMALXNYH RASPREDELENIJ ZAMKNUTO OTNOSITELXNO
LINEJNYH PREOBRAZOWANIJ SLU�AJNYH WELI�IN� ESLI X � N��� ��� TO
Y � �X � � � N��� ����
tAK KAK expf�x���g � �ETNAQ FUNKCIQ� TO NORMALXNOE RASPREDE�

LENIE SIMMETRI�NO OTNOSITELXNO TO�KI x � �� KOTORAQ� KAK LEG�
KO WIDETX� QWLQETSQ MODOJ RASPREDELENIQ
 sIMMETRI�NOSTX FUNKCII
PLOTNOSTI WLE�ET TAKVE O�EWIDNYE RAWENSTWA� ���x� � � � ��x� I
���� � ���� gRAFIKI FUNKCII RASPREDELENIQ I FUNKCII PLOTNOSTI

NORMALXNOGO ZAKONA N��� ��� PREDSTAWLENY NA RISUNKE

tAK KAK SREDNEE ZNA�ENIE STANDARTNOGO NORMALXNOGO RASPREDELE�

NIQ

EX �
�p
��

�Z
��

x exp

��
��

x�

�

	

� dx � ��

��



�KAK INTEGRAL OT NE�ETNOJ FUNKCII PO WSEMU R�� TO �X�� � N��� ���

IMEET SREDNEE ZNA�ENIE �� w SILU TOJ VE NE�ETNOSTI PODYNTEGRALX�
NYH FUNKCIJ WSE CENTRALXNYE MOMENTY NE�ETNOGO PORQDKA ��k�� �
E�X � ���k�� � ��
�ETNYE MOMENTY WY�ISLQ�TSQ S POMO�X� GAMMA�FUNKCII �JLERA�

��k �
�p
��

�Z
��

�x � ���k exp

��
��

�x� ���

���

	

� dx �

���kp
��

�Z
�

t�k exp

��
��

t�

�

	

� dt �

��k�k
p
�p

��

�Z
�

xk����e�xdx �
��k�k

p
�p

��
 
�
k �

�

�

�
� ��k��k � �����

w �ASTNOSTI� DX � ��� �TO OPRAWDYWAET OBOZNA�ENIQ PARAMETROW � I
�� NORMALXNOGO RASPREDELENIQ
 tAK KAK �� � ���� TO KO�FFICIENT �KS�
CESSA �� � �� w SILU �TOGO PIKOOBRAZNOSTX ILI SPL��ENNOSTX WER�I�
NY FUNKCII PLOTNOSTI L�BOGO RASPREDELENIQ SOOTNOSITSQ S KRIWOJ

NORMALXNOJ PLOTNOSTI� KOTORAQ �ASTO NAZYWAETSQ W �ESTX f
 gAUSSA
GAUSSIADOJ


iTAK� WOZWRA�AQSX K NA�IM PRIMERAM S OPREDELENIQMI WIDIMOJ

ZWEZDNOJ WELI�INY I OB�EGO SODERVANIQ SERY W DIZELXNOM TOPLI�
WE� MY DOLVNY PRIJTI K ZAKL��ENI� O NORMALXNOSTI RASPREDELE�
NIQ NABL�DAEMOJ SLU�AJNOJ WELI�INY �ZAMETIM� �TO �TO PREDPOLO�
VENIE BLESTQ�E PODTWERVDAETSQ STATISTI�ESKIM ANALIZOM REALXNYH

DANNYH�
 w �TOM RASPREDELENII � IGRAET ROLX PARAMETRA� NEIZWEST�
NOE ZNA�ENIE KOTOROGO SOSTAWLQET PREDMET PROWODIMOGO ISSLEDOWANIQ

��KSPERIMENTA�� W TO WREMQ KAK ZNA�ENIE � HARAKTERIZUET O�IBKU NA�
BL�DENIJ


�	



x�� wEKTORNYE SLU�AJNYE WELI�INY�
nEZAWISIMOSTX SLU�AJNYH WELI�IN

lEKCIQ ��

pRI OPREDELENII DEJSTWITELXNOJ SLU�AJNOJ WELI�INY MY INTER�
PRETIROWALI EE KAK NEKOTORU� �ISLOWU� HARAKTERISTIKU ISSLEDUE�
MOGO OB�EKTA� oDNAKO NA PRAKTIKE MY �A�E STALKIWAEMSQ S ODNO�
WREMENNYM NABL�DENIEM NESKOLXKIH �ISLOWYH HARAKTERISTIK � SLU�
�AJNYM WEKTOROM� RASPREDELENIE KOTOROGO TAK VE� KAK I W ODNOMER�
NOM SLU�AE� POROVDAETSQ RASPREDELENIEM NA IZMERIMOM PROSTRANSTWE
��� A� �LEMENTARNYH ISHODOW STATISTI�ESKOGO �KSPERIMENTA� �TOBY
PROWESTI ANALOGI� S OPREDELENIEM SKALQRNOJ SLU�AJNOJ WELI�INY�
MY DOLVNY WSPOMNITX STROENIE BORELEWSKIH MNOVESTW W Rn� rOLX
INTERWALOW ZDESX IGRA�T PRQMOUGOLXNIKI � PODMNOVESTWA Rn WIDA

B � B�� � � ��Bn� GDE KAVDOE Bk ESTX OTKRYTYJ �ak� bk�� POLUOTKRY�
TYJ �ak� bk 	 I 
 ak� bk� ILI ZAMKNUTYJ 
 ak� bk 	 INTERWAL NA DEJSTWI�
TELXNOJ PRQMOJ R� kONE�NYE OB�EDINENIQ NEPERESEKA��IHSQ PRQMO�
UGOLXNIKOW OBRAZU�T BULEWU ALGEBRU PODMNOVESTW Rn� A NAIMENX�AQ
��ALGEBRA Bn� SODERVA�AQ �TU BULEWU ALGEBRU� OBRAZUET KLASS IZME�
RIMYH PODMNOVESTW Rn ILI SOBYTIJ� tAKIM OBRAZOM MY POLU�AEM

IZMERIMOE PROSTRANSTWO �Rn� Bn��

oPREDELENIE ���� wEKTORNOJ SLU�AJNOJ WELI�INOJ ILI SLU�AJ�
NYM WEKTOROM NAZYWAETSQ IZMERIMOE OTOBRAVENIE X�n� � X�n���� �
�X����� � � � � Xn���� PROSTRANSTWA �LEMENTARNYH ISHODOW �� NADELEN�
NOGO ��ALGEBROJ IZMERIMYH PODMNOVESTW A� W n�MERNOE �WKLIDOWO

PROSTRANSTWO Rn S BORELEWSKOJ ��ALGEBROJ B
n� dLQ L�BOGO B � B

n

SPRAWEDLIWO WKL��ENIE X�n� ���B� � f� � X�n���� � Bg � A�
tEPERX� PO ANALOGII S ODNOMERNYM SLU�AEM� ZADADIM WEROQTNOSTX

Pn NA �R� Bn�� POROVDENNU� WEROQTNOSTX� P NA ��� A�� SOOTNO�ENIEM

Pn�B� � P
�
X�n� ���B�

�
� �B � Bn�

kAK BUDET WIDNO W DALXNEJ�EM� ISHODNOE WEROQTNOSTNOE PROSTRAN�
STWO ��� A� P � IGRAET BOLEE WAVNU� ROLX W HARAKTERIZACII RASPRE�
DELENIQ X�n�� ESLI n � �� mY BUDEM IZU�ATX WEROQTNOSTNYE MODELI�
KOTORYE MOVNO ZAPISATX W WIDE INTEGRALA lEBEGA

P �X�n� � B� �
Z
B

f�x�� � � � � xn�d���x�� � � � d�n�xn�

��



OT NEOTRICATELXNOJ FUNKCII f�x�� � � � � xn� PO MERE d� � d�� � � � d�n�
GDE KAVDAQ ��KONE�NAQ MERA �i� i � �� � � � � n NA BORELEWSKOJ PRQMOJ

�R� B� QWLQETSQ ILI S�ITA��EJ MEROJ� ILI MEROJ lEBEGA� w TAKOM

SLU�AE WY�ISLENIE WEROQTNOSTI SOBYTIJ B � Bn SWODITSQ ILI K SUM�
MIROWANI� WEROQTNOSTEJ OTDELXNYH TO�EK W Rn� ILI K WY�ISLENI�

KRATNYH INTEGRALOW rIMANA� fUNKCIQ f W DANNOM SLU�AE WYSTUPA�
ET W ROLI n�MERNOJ FUNKCII PLOTNOSTI� eSTESTWENNO� MOVNO WWESTI
TAKVE PONQTIE n�MERNOJ FUNKCII RASPREDELENIQ

F �x�� � � � � xn� � P �X� � x�� � � � � Xn � xn� �
x�Z
��

� � �
xnZ
��

f�t�� � � � � tn�d���t�� � � � d�n�tn��

ODNAKO PRI n � � S POMO�X� �TOJ FUNKCII MOVNO WYRAZITX TOLX�
KO WEROQTNOSTI PRQMOUGOLXNIKOW� W Rn� W TO WREMQ KAK WEROQTNOSTX
POPADANIQ SLU�AJNOGO WEKTORA W PODMNOVESTWA BOLEE SLOVNOJ KON�
FIGURACII �NAPRIMER� �LLIPSOIDY� PRIHODITSQ WY�ISLQTX S POMO�
�X� INTEGRALA OT FUNKCII PLOTNOSTI� kAK I W ODNOMERNOM SLU�AE�
n�MERNAQ FUNKCIQ RASPREDELENIQ ODNOZNA�NO OPREDELQET RASPREDELE�
NIE WEROQTNOSTEJ NA �Rn� Bn�� TO ESTX IMEET MESTO n�MERNYJ ANALOG
TEOREMY ����
iZ OPREDELENIQ FUNKCII RASPREDELENIQ WYTEKAET� �TO W SLU�AE NE�

PRERYWNOGO RASPREDELENIQ �� � ��� � � � ��n � MERA lEBEGA� FUNKCIQ
PLOTNOSTI f WYRAVAETSQ �EREZ FUNKCI� RASPREDELENIQ POSREDSTWOM

DIFFERENCIROWANIQ

f�x�� � � � � xn� �
�nF �x�� � � � � xn�

�x� � � � �xn �

A W DISKRETNOM SLU�AE �� � S�ITA��AQ MERA� PRIPISYWA��AQ EDINI�
CU KAVDOJ TO�KE Rn S CELO�ISLENNYMI KOORDINATAMI�

f�x�� � � � � xn� � P �X�n� � x�n�� � P �X� � x�� � � � � Xn � xn��

q POLAGA�� WY SAMI SMOVETE ZAPISATX ANALOGI�NYE SWQZI MEVDU F I

f W SME�ANNOM� DISKRETNO�NEPRERYWNOM SLU�AE� KOGDA �ASTX KOMPO�
NENT SLU�AJNOGO WEKTORA IMEET NEPRERYWNOE RASPREDELENIE� A DRUGAQ
� DISKRETNOE�
kAK WY�ISLITX SOWMESTNOE RASPREDELENIE OTDELXNYH KOMPONENT

Xi�� � � � � Xik SLU�AJNOGO WEKTORA X�n�� dLQ �TOGO DOSTATO�NO W FUNK�
CII RASPREDELENIQ X�n� USTREMITX K �� WSE PEREMENNYE� OTLI�NYE

��



OT xi�� � � � � xik � ILI� �TO TO VE� PROINTEGRIROWATX FUNKCI� PLOTNOSTI

PO KAVDOJ IZ PEREMENNYH� OTLI�NYH OT xi�� � � � � xik � W PREDELAH ���
zAMETIM� �TO W TEORII WEROQTNOSTEJ PRINQTO NAZYWATX RASPREDE�

LENIQ KAVDOJ KOMPONENTY �SLU�AJNOJ WELI�INY� Xi� i � �� � � � � n� �
MARGINALXNYMI ILI �ASTNYMI RASPREDELENIQMI�
pRIM E R ��� �RAWNOMERNOE RASPREDELENIE NA KRUGE�� w �ASTX PLOS�

KOSTI R�� OGRANI�ENNU� OKRUVNOSTX� x� � y� � r�� NAUGAD BROSAETSQ
TO�KA� TAK �TO EE KOORDINATY �x� y� PREDSTAWLQ�T REALIZACI� SLU�
�AJNOGO WEKTORA �X� Y �� kAK I W SLU�AE S BROSANIEM TO�KI NA OTREZOK
PRQMOJ� TERMIN NAUGAD� PONIMAETSQ W SMYSLE ZAWISIMOSTI WEROQT�
NOSTI POPADANIQ TO�KI W NEKOTORU�� IZMERIMU� PO lEBEGU �ASTX B
KRUGA TOLXKO OT PLO�ADI B� tE VE RASSUVDENIQ� �TO I PRI WYWODE

RAWNOMERNOGO RASPREDELENIQ NA OTREZKE� PRIWODQT NAS K RAWNOMER�
NOMU RASPREDELENI� �X� Y � S FUNKCIEJ PLOTNOSTI �PO MERE lEBEGA
d� � dxdy� f�x� y�� RAWNOJ POSTOQNNOJ �	
r�� ESLI x��y� � �� I RAWNOJ
NUL� WNE �TOGO KRUGA�
nAJDEM FUNKCI� PLOTNOSTI fX�x� MARGINALXNOGO RASPREDELENIQ

X� dLQ �TOGO MY DOLVNY PROINTEGRIROWATX FUNKCI� f�x� y� PO PERE�
MENNOJ y W PREDELAH �� PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM ZNA�ENII x � R�
eSLI x FIKSIROWANO� TO f�x� y� OTLI�NA OT NULQ I RAWNA �	
r� TOLX�
KO PRI ZNA�ENIQH y� UDOWLETWORQ��IH NERAWENSTWU �pr� � x� � y �p
r� � x�� sLEDOWATELXNO�

fX�x� �
�


r�

p
r��x�Z

�pr��x�
dy �

�


r�

p
r� � x��

ESLI jxj � r� I fX�x� � � W PROTIWNOM SLU�AE� lEGKO WIDETX� �TO MAR�
GINALXNOE RASPREDELENIE WTOROJ KOMPONENTY Y SLU�AJNOGO WEKTORA

IMEET TOT VE WID� tAKIM OBRAZOM� MARGINALXNYE RASPREDELENIQ KOM�
PONENT OTLI�NY OT RAWNOMERNOGO I IME�T �ETKO WYRAVENNU� MODU�
SOWPADA��U� S NA�ALOM KOORDINAT�
mARGINALXNYE PLOTNOSTI KOMPONENT SLU�AJNOGO WEKTORA NAIBO�

LEE PROSTO NAHODQTSQ W TOM SLU�AE� KOGDA FUNKCIQ PLOTNOSTI X�n�

RASPADAETSQ W PROIZWEDENIE FUNKCIJ PLOTNOSTI OTDELXNYH KOMPO�
NENT� pONQTNO� �TO HOTQ BY W DISKRETNOM SLU�AE �TO GOWORIT O NEKO�
TOROJ NEZAWISIMOSTI� KOMPONENT SLU�AJNOGO WEKTORA� �TOBY WWES�
TI STROGOE OPREDELENIE TAKOJ NEZAWISIMOSTI� MY DOLVNY OBRATITX�

��



SQ K ��PODALGEBRAM ALGEBRY A� POROVDENNYM KAVDOJ KOMPONENTOJ

Xi� i � �� � � � � n� WEKTORA X�n��
pUSTX X � X��� � SLU�AJNAQ WELI�INA NA ��� A� SO ZNA�ENIQMI

W IZMERIMOM PROSTRANSTWE �R� B�� rASSMOTRIM KLASS AX � fX���B��
B � Bg WSEH PROOBRAZOW �LEMENTOW BORELEWSKOGO POLQ B� POLAGAQ RAW�
NYM X���R� � �� iMEET MESTO

pREDLOVENIE ���� kLASS AX PODMNOVESTW � QWLQETSQ ��ALGEBROJ
�PODALGEBROJ A��

dOK A Z A T E L X S T W O� dOSTATO�NO PROWERITX AKSIOMY BULEWOJ ��
ALGEBRY �SM� OPREDELENIE �����

�A��� pO OPREDELENI� AX PROSTRANSTWO �LEMENTARNYH ISHODOW � �
X���R� � AX �

�A��� pOKAVEM� �TO DOPOLNENIE
�
X���B�

�c � AX � KAKOWO BY NI

BYLO B � B� dEJSTWITELXNO� SOBYTIE� PROTIWOPOLOVNOE X���B� �
f� � X��� � Bg� OZNA�AET� �TO X��� NE PRINADLEVIT B� TO ESTX

X��� � Bc� tAK KAK Bc � B� TO X���Bc� �
�
X���B�

�c � AX �
�A��S� rASSUVDENIQ� ANALOGI�NYE PREDYDU�EMU PUNKTU� POKAZY�

WA�T� �TO
��
�

X���Bi� � X��
�
���

�

Bi

�
A � AX �

lEGKO PONQTX� �TO DANNOE UTWERVDENIE SPRAWEDLIWO NE TOLXKO DLQ
SKALQRNYH SLU�AJNYH WELI�IN� NO I SLU�AJNYH WEKTOROW� tEPERX MY
W SOSTOQNII WWESTI ODNO IZ FUNDAMENTALXNEJ�IH PONQTIJ TEORII WE�
ROQTNOSTEJ I MATEMATI�ESKOJ STATISTIKI�

oPREDELENIE ���� sLU�AJNYE WELI�INY �SLU�AJNYE WEKTORY�
X�� � � � � Xn� ZADANNYE NA ODNOM I TOM VE IZMERIMOM PROSTRANSTWE

��� A�� NAZYWA�TSQ NEZAWISIMYMI W SOWOKUPNOSTI ILI SOWMESTNO NE�
ZAWISIMYMI� ESLI NEZAWISIMY ��PODALGEBRY AX�

� � � � �AXn
��ALGEBRY

A� POROVDENNYE SOOTWETSTWU��IMI SLU�AJNYMI WELI�INAMI�

tAKIM OBRAZOM� W SOOTWETSTWII S OPREDELENIEM ��� NEZAWISIMOS�
TI ��ALGEBR� DLQ L�BYH �LEMENTOW �SOBYTIJ� B�� � � � � Bn BORELEWSKOGO

POLQ B SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

P �X� � B�� � � � � Xn � Bn� �
nY
�

P �Xi � Bi�� ���

��



TO ESTX SOWMESTNOE RASPREDELENIE NEZAWISIMYH SLU�AJNYH WELI�IN

RASPADAETSQ W PROIZWEDENIE IH MARGINALXNYH RASPREDELENIJ� oKA�
ZYWAETSQ� DLQ NEZAWISIMOSTI SLU�AJNYH WELI�IN DOSTATO�NO POTRE�
BOWATX WYPOLNENIQ BOLEE SLABOGO USLOWIQ� SOSTOQ�EGO W WOZMOVNOSTI
PREDSTAWLENIQ SOWMESTNOJ FUNKCII RASPREDELENIQ X�� � � � � Xn W WIDE

PROIZWEDENIQ MARGINALXNYH FUNKCIJ RASPREDELENIQ�

pREDLOVENIE ���� � KRITERIJ NEZAWISIMOSTI SLU�AJNYH WE�
LI�IN�� sLU�AJNYE WELI�INY X�� � � � � Xn NEZAWISIMY W SOWOKUPNOS�
TI TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA IH SOWMESTNAQ FUNKCIQ RASPREDELE�
NIQ �FUNKCIQ PLOTNOSTI� RASPADAETSQ W PROIZWEDENIE MARGINALXNYH
FUNKCIJ RASPREDELENIQ �MARGINALXNYH FUNKCIJ PLOTNOSTI��

F �x�� � � � � xn� �
nY
�

FXi�xi�� f�x�� � � � � xn� �
nY
�

fXi�xi��

dOK A Z A T E L X S T W O� uSLOWIMSQ OBOZNA�ATX POLUVIRNOJ BUKWOJP
WEROQTNOSTX NA ISHODNOM WEROQTNOSTNOM PROSTRANSTWE ��� A�� NA KO�
TOROM OPREDELENY SLU�AJNYE WELI�INY X�� � � � � Xn� A OBY�NOJ BUKWOJ
P � WEROQTNOSTX NA �Rn� Bn�� KOTORAQ EDINSTWENNYM OBRAZOM OPREDE�
LQETSQ ZADANIEM FUNKCII RASPREDELENIQ F� tOGDA

F �x�� � � � � xn� � P

�
� n�
i��

fXi � ���� xi�g
�
A � P

�
� n�
i��

X��
i ����� xi��

�
A �

nY
i��

P
�
X��

i ����� xi��
�
�

nY
i��

P �Xi � ���� xi�� �
nY
�

FXi�xi��

TO ESTX SWOJSTWO MULXTIPLIKATIWNOSTI SOWMESTNOJ FUNKCII RASPRE�
DELENIQ ESTX �ASTNYJ SLU�AJ RAWENSTWA ����
dLQ DOKAZATELXSTWA DOSTATO�NOSTI USLOWIQ MULXTIPLIKATIWNOSTI

POKAVEM� �TO DLQ DWUH SLU�AJNYH WELI�INX I Y RAWENSTWO F �x� y� �
FX�x�F Y �y� PRI L�BYH x� y � R WLE�ET P �X � B�� Y � B�� � P �X �
B��P �Y � B�� KAKOWY BY NI BYLI B�� B� � B �OB�IJ SLU�AJ� KASA�
��IJSQ NEZAWISIMOSTI n � � SLU�AJNYH WELI�IN� RASSMATRIWAETSQ
S PRIWLE�ENIEM METODA MATEMATI�ESKOJ INDUKCII�� dEJSTWITELXNO�
L�BOJ �LEMENT A� � AX IMEET WID X���B�� S NEKOTORYM B� � B� I�
ANALOGI�NO� L�BOJ A� � AY IMEET WID Y ���B�� S B� � B� TAK �TO PRI
L�BYH A� � AX � A� � AY

P�A�

�
A�� � P�X���B��

�
Y ���B��� � P �X � B�� Y � B�� �

��



P �X � B��P �Y � B�� � P
�
X���B��

�
P
�
Y ���B��

�
� P�A��P�A���

TO ESTX SIGMA�ALGEBRY AX I AY NEZAWISIMY�
pEREPI�EM USLOWIE NEZAWISIMOSTI

P �X � ���� x��P �Y � ���� y�� �

P �fX � ���� x�g 	 fY � ���� y�g�
W WIDE

FX�x� � P �X � ���� x�� �

P �fX � ���� x�g 	 fY � ���� y�g�
F Y �y�

� ���

pOSKOLXKU FUNKCIQ RASPREDELENIQ FX�x� ODNOZNA�NO OPREDELQET

MARGINALXNOE RASPREDELENIE P �X � B�� SLU�AJNOJ WELI�INY X �TE�
OREMA ����� TO RAWENSTWO ��� WLE�ET

P �X � B�� �
P �fX � B�g 	 fY � ���� y�g�

F Y �y�

ILI� �TO TO VE�

F Y �y� � P �Y � ���� y�� �
P �fX � B�g 	 fY � ���� y�g�

P �X � B��

DLQ L�BYH B� � B� iSPOLXZUQ SNOWA TEOREMU ��� OB ODNOZNA�NOM OPRE�
DELENII RASPREDELENIQ WEROQTNOSTEJ SLU�AJNOJ WELI�INY Y POSRED�
STWOM EE FUNKCII RASPREDELENIQ F Y �y�� POLU�AEM TREBUEMOE OPREDE�
LENIE NEZAWISIMOSTI�

P �X � B�� Y � B�� � P �X � B��P �Y � B���

KAKOWY BY NI BYLI B�� B� � B�
uTWERVDENIE TEOREMY� KASA��EESQ FUNKCII PLOTNOSTI� SLEDUET

NEMEDLENNO IZ SOOTNO�ENIQ MEVDU FUNKCIEJ RASPREDELENIQ I FUNK�
CIEJ PLOTNOSTI�

F �x� y� �
xZ

��

yZ
��

f�u� v�d���u�d���v��

sLEDU��EE UTWERVDENIE� OTNOSQ�EESQ K FUNKCIQM OT NEZAWISIMYH
SLU�AJNYH WELI�IN� POZWOLQET WY�ISLQTX MOMENTNYE HARAKTERISTI�
KI NEKOTORYH RASPREDELENIJ ZNA�ITELXNO PRO�E� �EM �TO DELALOSX W

x��
��



pREDLOVENIE ���� eSLI X�� � � � � Xn NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI�
TO

��� NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI SLU�AJNYE WELI�INY Y� � g��X���
� � � � Yn � gn�Xn�� GDE gi� i � �� � � � � n � IZMERIMYE FUNKCII	

��� E
nQ
�
Xi �

nQ
�
EXi�

��� D
nP
�
Xi �

nP
�
DXi�

dOK A Z A T E L X S T W O� ��� pOSKOLXKU ��ALGEBRY� POROVDENNYE SLU�
�AJNYMI WELI�INAMI Y�� � � � � Yn� QWLQ�TSQ PODALGEBRAMI SOOTWETSTWU�
��IH ��ALGEBR� POROVDENNYH X�� � � � � Xn� A POSLEDNIE NEZAWISIMY

�SM� OPREDELENIE ����� TO DANNOE UTWERVDENIE SLEDUET NEPOSREDSTWEN�
NO IZ OPREDELENIQ ��� NEZAWISIMOSTI SLU�AJNYH WELI�IN�

��� pUSTX fi� � � � FUNKCIQ PLOTNOSTI Xi PO MERE �i� i � �� � � � � n�
tOGDA� W SILU PREDLOVENIQ ���� SOWMESTNAQ FUNKCIQ PLOTNOSTI

f�x�� � � � � xn� �
nY
�

fi�xi��

TAK �TO

E

nY
�

Xi �
Z
R
x�f��x��d���x�� � � �

Z
R
xnfn�xn�d�n�xn� �

nY
�

EXi�

��� iSPOLXZUQ TOLXKO �TO DOKAZANNOE UTWERVDENIE ��� I SWOJSTWO
LINEJNOSTI MATEMATI�ESKOGO OVIDANIQ� POLU�AEM

D

nX
�

Xi � E

�
� nX

�

�Xi �EXi�

�
A� �

E

�
	 nX

�

�Xi �EXi�
� �

X
i��j

�Xi �EXi��Xj �EXj�



� �

nX
�

E�Xi �EXi�
� �

X
i��j

E�Xi �EXi� �E�Xj �EXj� �

nX
�

E�Xi � EXi�
� �

nX
�

DXi�
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kAK BUDET WIDNO W DALXNEJ�EM� WYWOD RQDA WEROQTNOSTNYH MO�
DELEJ STROITSQ NA STOHASTI�ESKOM PREDSTAWLENII NABL�DAEMOJ SLU�
�AJNOJ WELI�INY W WIDE SUMMY NEZAWISIMYH SLU�AJNYH WELI�IN�
X � X� � � � � �Xn� I PRI �TOM RASPREDELENIE KAVDOJ Xi� i � �� � � � n
IMEET DOSTATO�NO PROSTOJ WID� NAPRIMER� WY�ISLITX MOMENTY Xi NA�
MNOGO PRO�E� �EM MOMENTY X� w TAKOM SLU�AE FORMULY PREDLOVE�
NIQ ��� UKAZYWA�T PRQMOJ PUTX K WY�ISLENI� MOMENTOW� A INOGDA I
RASPREDELENIQ� SLU�AJNOJ WELI�INY X� w SU�NOSTI� MY UVE ISPOLX�
ZOWALI TEHNIKU TAKIH PREDSTAWLENIJ� KOGDA WYWODILI BINOMIALXNOE
RASPREDELENIE � RASPREDELENIE �ISLA USPEHOW W ISPYTANIQH bERNUL�
LI�

lEKCIQ �


pRIM E R ��� �O NEKOTORYH SWOJSTWAH BINOMIALXNOGO RASPREDELE�
NIQ�� rEZULXTAT KAVDOGO i�GO ISPYTANIQ W SHEME bERNULLI MOVNO RE�
GISTRIROWATX KAK ZNA�ENIE INDIKATORNOJ FUNKCII USPEHA� OBOZNA�AQ
CIFROJ � USPEH� A CIFROJ � NEUDA�U� tAKIM OBRAZOM� S i�YM ISPYTA�
NIEM SOOTNOSITSQ SLU�AJNAQ WELI�INA Xi� PRINIMA��AQ ZNA�ENIE � S
WEROQTNOSTX� p I ZNA�ENIE � S WEROQTNOSTX� ��p� pOSLEDOWATELXNOS�
TI IZ n NEZAWISIMYH ISPYTANIJ bERNULLI STAWITSQ W SOOTWETSTWIE

SLU�AJNYJ WEKTOR X�n� � �X�� � � � � Xn�� SOSTOQ�IJ IZ NEZAWISIMYH�
ODINAKOWO RASPREDELENNYH PO ZAKONU B��� p� KOMPONENT �NAPOMNIM�
B��� p� ESTX �ASTNYJ SLU�AJ BINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ� KOTOROE
MY NAZWALI DWUHTO�E�NYM RASPREDELENIEM�� w TAKIH OBOZNA�ENIQH

SLU�AJNAQ WELI�INA X� REALIZACIQ KOTOROJ RAWNA �ISLU USPEHOW W n
ISPYTANIQH ��ISLU Xi� PRINQW�IH ZNA�ENIE ��� PREDSTAWIMA W WIDE
X �

Pn
� Xi� I W SILU PREDLOVENIQ ���

EX �
nX
�

EXi � nEX�� DX �
nX
�

DXi � nDX��

iMEEM� EX� � � � p� � � ��� p� � p� EX�
� � EX� � p� DX� � p� p� �

p��� p�� OTKUDA NEMEDLENNO POLU�AEM IZWESTNYE NAM I POLU�ENNYE W

REZULXTATE BOLEE SLOVNYH WYKLADOK FORMULY MOMENTOW BINOMIALX�
NOGO RASPREDELENIQ� EX � np� DX � np��� p��
uKAVEM E�E NA ODNO INTERESNOE PRIMENENIE STOHASTI�ESKOGO PRED�

STAWLENIQ BINOMIALXNOJ SLU�AJNOJ WELI�INY X W WIDE SUMMY NEZA�
WISIMYH SLU�AJNYH WELI�IN�

�	



pREDLOVENIE ��� �TEOREMA SLOVENIQ DLQ BINOMIALXNOGO RAS�
PREDELENIQ�� eSLI X�� � � � � Xm NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI I Xk 

B�nk� p�� k � �� � � � �m� TO

X �
mX
�

Xk 
 B�n� p��

GDE n � n� � � � �� nm�

dOK A Z A T E L X S T W O� kAVDOE Xk ESTX SUMMA nk NEZAWISIMYH� ODI�
NAKOWO RASPREDELENNYH PO ZAKONU B��� p� SLU�AJNYH WELI�IN� sLEDO�
WATELXNO� X ESTX SUMMA n TAKIH VE WELI�IN� OTKUDA X 
 B�n� p��

rASPREDELENIQ� DLQ KOTORYH SPRAWEDLIWY TEOREMY SLOVENIQ� SO�
STAWLQ�T OSOBYJ KLASS USTOJ�IWYH ZAKONOW RASPREDELENIJ� I IZU�E�
NI� SWOJSTW TAKIH RASPREDELENIJ POSWQ�A�TSQ OTDELXNYE MONOGRA�
FII� wY� NAWERNOE� DOGADYWAETESX� �TO USTOJ�IWYM QWLQETSQ PUASSO�
NOWSKOE RASPREDELENIE� KAK PREDEL BINOMIALXNOGO� w DALXNEJ�EM MY

POKAVEM� �TO �TO W DEJSTWITELXNOSTI TAK� RAZRABOTAW BOLEE SOWER�
�ENNYJ MATEMATI�ESKIJ APPARAT DOKAZATELXSTW TEOREM SLOVENIQ� a
SEJ�AS MY DOKAVEM USTOJ�IWOSTX NORMALXNOGO ZAKONA� POLU�IW PRED�
WARITELXNO OB�U� FORMULU DLQ RASPREDELENIQ SUMMY NEZAWISIMYH

SLU�AJNYH WELI�IN�

pREDLOVENIE ��� �FORMULA SWERTKI RASPREDELENIJ�� pUSTX X�

I X� NEZAWISIMY I IME�T NEPRERYWNYE RASPREDELENIQ S FUNKCIQMI

PLOTNOSTI f��x� I� SOOTWETSTWENNO� f��x� PO MERE lEBEGA d� � dx�
tOGDA FUNKCIQ PLOTNOSTI f�x� RASPREDELENIQ SLU�AJNOJ WELI�INY

X � X� �X� ESTX SWERTKA FUNKCIJ f� I f� �

f�x� �
�Z
��

f��t�f��x� t�dt �
�Z
��

f��t�f��x � t�dt�

dOK A Z A T E L X S T W O� sOWMESTNAQ FUNKCIQ PLOTNOSTI f�x�� x�� NE�
ZAWISIMYH SLU�AJNYH WELI�IN X� I X� RAWNA �SM� PREDLOVENIE ����
PROIZWEDENI� IH FUNKCIJ PLOTNOSTI� f�x�� x�� � f��x��f��x��� iS�
POLXZUQ IZWESTNU� NAM FORMULU �SM� FORMULY POSLE OPREDELENIQ ����

P ��X�� X�� � B� �
Z
B
f��x��f�x��dx�dx�

��



DLQ WY�ISLENIQ WEROQTNOSTEJ POPADANIQ SLU�AJNOGO WEKTORA W L��
BU� IZMERIMU� OBLASTX B NA PLOSKOSTI R�� PREDSTAWIM FUNKCI�

RASPREDELENIQ SUMMY SLU�AJNYH WELI�IN W WIDE

F �x� � P �X� �X� � x� �
Z
t �

Z
s�x

f��t�f��s�dtds �
�Z
��

f��t�dt
x�tZ
��

f��s�ds�

dIFFERENCIRUQ PRAWU� �ASTX POSLEDNEGO RAWENSTWA PO x� POLU�AEM
ISKOMU� PERWU� FORMULU DLQ PLOTNOSTI f�x�� wTORAQ FORMULA SPRA�
WEDLIWA W SILU SIMMETRII WHOVDENIQ FUNKCIJ f� I f� W INTEGRALXNOE
PREDSTAWLENIE F �x��
nEPOSREDSTWENNOE PRIMENENIE FORMULY SWERTKI K FUNKCIQM PLO�

TNOSTI NORMALXNOGO RASPREDELENIQ POKAZYWAET� �TO IMEET MESTO

pREDLOVENIE ��� �TEOREMA SLOVENIQ DLQ NORMALXNOGO RASPRE�
DELENIQ�� eSLI X�� � � � � Xn NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI I KAVDOE Xk 

N��k� �

�
k�� k � �� � � � � n� TO

X �
nX
�

Xk 
 N�
nX
�

�k�
nX
�

��k��

dOK A Z A T E L X S T W O� pREDLOVENIE DOSTATO�NO DOKAZATX DLQ SLU�
�AQ n � �� POSKOLXKU DLQ PROIZWOLXNOGO �ISLA SLAGAEMYH DOKAZA�
TELXSTWO PROWODITSQ METODOM INDUKCII� pRI n � � FORMULA SWERTKI
DAET SLEDU��EE WYRAVENIE DLQ FUNKCII PLOTNOSTI f�x� SLU�AJNOJ
WELI�INY X � X� �X� �

f�x� �
�

�
����

�Z
��

exp

�
��

�

�

�
t� ��
��

��
� �

�

�
x� t� ��

��

����
� dt�

pRIWODQ KWADRATI�ESKU� FORMU POD ZNAKOM �KSPONENTY K WIDU

��

�

�
t� a

b

��
� h�a�b��

GDE a I b ZAWISQT OT PARAMETROW �i I �i� i � �� �� I ISPOLXZUQ IZWEST�
NU� NAM FORMULU

�p
�
b

�Z
��

exp

�
��

�

�

�
t� a

b

����
� dt � ��

NAHODIM ISKOMU� FUNKCI� PLOTNOSTI

f�x� �
�q

�
���� � ����
exp

�
��

�x� �� � ���
�

����� � ����

��
� �

�




x�� mOMENTNYE HARAKTERISTIKI MNOGOMERNYH RASPREDELENIJ�
mULXTINOMIALXNOE I MNOGOMERNOE NORMALXNOE

RASPREDELENIQ

dLQ OPISANIQ POLOVENIQ W PROSTRANSTWE� RASSEQNIQ I FORMY MNO�
GOMERNYH RASPREDELENIJ OBY�NO ISPOLXZU�TSQ SME�ANNYE CENTRALX�
NYE MOMENTY� WY�ISLQEMYE KAK MATEMATI�ESKIE OVIDANIQ OT PROIZ�
WEDENIQ RAZLI�NYH STEPENEJ CENTRIROWANNYH SREDNIMI ZNA�ENIQMI

KOMPONENT SLU�AJNOGO WEKTORA�

E
h
�X� � ���

k� � � � �Xn � �n�
kn
i
�

GDE �i � EXi � WEKTOR SREDNIH ZNA�ENIJ KOMPONENT SLU�AJNOGO WEKTO�
RA X�n�� mY BUDEM IMETX DELO TOLXKO S MOMENTAMI WTOROGO PORQDKA

�ij � E�Xi��i��Xj ��j�� i� j � �� � � � � n� mATRICA 	 � k�ijk MOMENTOW
WTOROGO PORQDKA NAZYWAETSQ KOWARIACIONNOJ MATRICEJ ILI MATRI�

CEJ KOWARIACIJ cov�Xi� Xj� � �ij� eSTESTWENNO� DIAGONALX KOWARIA�
CIONNOJ MATRICY 	 SOSTAWLQ�T DISPERSII ��

i � �ii � cov�Xi� Xi� SO�
OTWETSTWU��IH KOMPONENT Xi� i � �� � � � � n SLU�AJNOGO WEKTORA X�n��
W TO WREMQ KAK SME�ANNYE MOMENTY �ij PRI i �� j HARAKTERIZU�T STE�
PENX LINEJNOJ SWQZNOSTI KOMPONENT Xi I Xj� �TOT TERMIN TREBUET
SPECIALXNOGO OBSUVDENIQ� WWIDU EGO ISKL��ITELXNOJ RASPROSTRANEN�
NOSTI W PRILOVENIQH MNOGOMERNOGO STATISTI�ESKOGO ANALIZA

wS�E WERTITSQ OKOLO SLEDU��EGO LEBEGOWSKOGO WARIANTA NERAWENST�

WA kO�I�bUNQKOWSKOGO


nERAWENSTWO �WARCA� pUSTX X I Y � SLU�AJNYE WELI�INY� A

g�X� I h�Y � � IZMERIMYE FUNKCII OT SOOTWETSTWU��IH WELI�IN� OB�

LADA��IE KONE�NYMI WTORYMI MOMENTAMI� tOGDA

jEg�X�h�Y �j � h
Eg��X�Eh��Y �

i���

S RAWENSTWOM TOGDA I TOLXKO TOGDA� KOGDA FUNKCII g I h LINEJNO SWQ�
ZANY� SU�ESTWU�T TAKIE POSTOQNNYE a I b� �TO P �ag�X� � bh�Y � � �
� ��

pRIMENIM �TO NERAWENSTWO K FUNKCIQM g�X� � X � �X I h�Y � �
Y ��Y � GDE �X � EX� �Y � EY� eSLI SLU�AJNYE WELI�INYX I Y NEZA�
WISIMY� TO� W SILU PREDLOVENIQ �
�B cov�X� Y � � E�X��X��Y ��Y � �
E�X � �X�E�Y � �y� � � TO ESTX NEZAWISIMYE SLU�AJNYE WELI�I�
NY IME�T NULEWU� KOWARIACI�
 eSLI VE X I Y LINEJNO SWQZANY�

��



Y ��Y � a�X��X�� TO W NERAWENSTWE �WARCA DOSTIGAETSQ ZNAK RAWEN�
STWA� TAK �TO cov�X� Y � � �XY � E�X��X��Y ��Y � � �pDX �DY �
��X�Y �  �ESTESTWENNO� MY PREDPOLAGAEM� �TO X I Y PRINIMA�T

PO KRAJNEJ MERE DWA RAZLI�NYH ZNA�ENIQ S NENULEWOJ WEROQTNOSTX��

�TI DWA KRAJNIH ZNA�ENIQ W NERAWENSTWE �WARCA OPRAWDYWA�T WWE�
DENIE SLEDU��EJ MERY LINEJNOJ SWQZNOSTI PARY SLU�AJNYH WELI�IN


oPREDELENIE ���� pUSTX X I Y � DWE SLU�AJNYE WELI�INY S KO�
NE�NYMI DISPERSIQMI
 mOMENTNAQ HARAKTERISTIKA

� � �XY �
�XY

�X�Y

NAZYWAETSQ KO�FFICIENTOM KORRELQCII MEVDU SLU�AJNYMI WELI�I�
NAMI X I Y�

iTAK� ESLI X I Y NEZAWISIMY� TO � � � ESLI VE Y � a � bX PRI

NEKOTORYH POSTOQNNYH a I b� TO j�j � �� PRI�EM � � ��� ESLI a � �
I � � ��� ESLI a � � oDNAKO� RAWENSTWO � �  NE OZNA�AET� �TO
SLU�AJNYE WELI�INY X I Y NEZAWISIMY�
pRIM E R �
� �ZAWISIMYH SLU�AJNYH WELI�IN S NULEWYM KO�FFICI�

ENTOM KORRELQCII�
 pOKAVEM� �TO SLU�AJNYE WELI�INY X I Y� RAW�
NOMERNO RASPREDELENNYE W KRUGE RADIUSA r� ZAWISIMY� NO �XY � �
dEJSTWITELXNO� SOWMESTNAQ FUNKCIQ PLOTNOSTI f�x� y� SLU�AJNYH

WELI�IN X I Y �SM
 PRIMER ���� OTLI�NA OT NULQ TOLXKO W KRUGE

x� � y� � r� I PRINIMAET POSTOQNNOE ZNA�ENIE� RAWNOE �	
r�� WNUTRI
�TOGO KRUGA
 mARGINALXNYE PLOTNOSTI

fX�x� �
�


r�

p
r� � x�� jxj � r� fY �y� �

�


r�

q
r� � y�� jyj � r�

I fX�x� � fY �y� �  WNE KWADRATA jxj � r� jyj � r�

iMEEM� fX�x�fY �y� � �
��r��
h
�r� � x���r� � y��

i���
� �TO� O�EWIDNO�

NE SOWPADAET S f�x� y� � �	
r� W OBLASTI x�� y� � r�� tAKIM OBRAZOM�
W SILU PREDLOVENIQ �
�� SLU�AJNYE WELI�INY X I Y ZAWISIMY

pOKAVEM� �TO� TEM NE MENEE� �XY � � fUNKCIQ f�x� y� CENTRALXNO

SIMMETRI�NA� I PO�TOMU �X � �Y � � dALEE�

�XY �
�


r�

rZ
�r

xdx

p
r��x�Z

�pr��x�
ydy � �

��



nO ESLI �XY � � TO I � � �

dLQ KOWARIACII PARY SLU�AJNYH WELI�IN SPRAWEDLIWY FORMULY�
ANALOGI�NYE TEM� �TO BYLI POLU�ENY DLQ DISPERSII W PREDLOVENIQH

�
� I �
�


pREDLOVENIE ���� dLQ L�BOJ PARY SLU�AJNYH WELI�IN �X� Y � I
NEZAWISIMYH DWUMERNYH WEKTOROW �X�� Y��� � � � � �Xn� Yn�� OBLADA��IH
KONE�NYMI WTORYMI MOMENTAMI� SPRAWEDLIWY RAWENSTWA

��� �XY � EXY �EXEY�

��� �SXSY �
nX
�

�XiYi�

GDE

SX �
Xn

� Xi� SY �
Xn

� Yi�

dOK A Z A T E L X S T W O
 ��� iMEEM �XY � E ��X �EX��Y �EY �� �
E �XY � YEX �XEY �EXEY � � EXY �EXEY�

��� dELAEM STOLX VE TRIWIALXNYE WYKLADKI� �TO I WY�E� I PRI
�TOM NE ZABYWEM� �TO SREDNEE OT PROIZWEDENIQ NEZAWISIMYH SLU�AJ�
NYH WELI�IN RAWNO PROIZWEDENI� SREDNIH�

�SXSY � E

�
� nX

�

�Xi �EXi�
nX
�

�Yi �EYi�

�
� �

E

�
� nX

�

�Xi �EXi��Yi �EYi� �
X
i��j

�Xi �EXi��Yj �EYj�

�
� �

nX
�

E ��Xi �EXi��Yi �EYi�� �
X
i��j

E�Xi �EXi� � E�Yj �EYj��

pOSLEDNEE SLAGAEMOE W PRAWOJ �ASTI RAWNO NUL�� IBO E�Xi �EXi� �
EXi � EXi � � A PERWOE SLAGAEMOE ESTX SUMMA KOWARIACIJ KAVDOGO
WEKTORA


iZU�IM DWE NAIBOLEE RASPROSTRANENNYE MNOGOMERNYE WEROQTNOST�
NYE MODELI


��



lEKCIQ ��

mULXTINOMIALXNOE RASPREDELENIE M�m� n�p�
 rASSMATRIWA�
ETSQ SHEMA NEZAWISIMYH ISPYTANIJ� W KAVDOM IZ KOTORYH MOVET PRO�
IZOJTI ODNO IZ m � � SOBYTIJ A�� � � � � Am S WEROQTNOSTQMI p�� � � � � pm�Pm

� pj � �� tIPI�NYJ PRIMER TAKIH ISPYTANIJ � NABL�DENIQ �N�
TOMOLOGA PO OCENKE �ISLENNOSTI WIDOW NASEKOMYH� NASELQ��IH NE�
KOTORYJ� DOSTATO�NO IZOLIROWANNYJ RAJON NA�EJ PLANETY
 wSEGO
PROWODITSQ n NEZAWISIMYH ISPYTANIJ� I REGISTRIRU�TSQ ZNA�ENIQ

x�� � � � � xm KOMPONENT SLU�AJNOGO WEKTORA X�m� � �X�� � � � � Xm��
Pm

� Xj

� n� GDE xj � KOLI�ESTWO ISPYTANIJ� W KOTORYH PROIZO�LO SOBYTIE
Aj� j � �� � � � �m�
lEGKO WIDETX� �TO MY IMEEM DELO S MNOGOMERNYM ANALOGOM SHEMY

bERNULLI� I DLQ WYWODA RASPREDELENIQ X�m� ESTESTWENNO WOSPOLXZO�
WATXSQ TEHNIKOJ STOHASTI�ESKIH PREDSTAWLENIJ NABL�DAEMOGO SLU�
�AJNOGO �LEMENTA W WIDE SUMMY INDIKATOROW� TO ESTX POSTUPITX PO
ANALOGII S PRIMEROM �
�
 sWQVEM S KAVDYM i�YM ISPYTANIEM SLU�
�AJNYJ WEKTOR Yi � X�i� � � � � Xmi� KAVDAQ KOMPONENTA Xji KOTOROGO

PRINIMAET ZNA�ENIE �� ESLI W i�OM ISPYTANII PROIZO�LO SOBYTIE Aj�
I Xji �  W PROTIWNOM SLU�AE
 tAKIM OBRAZOM� WSE KOMPONENTY Yi RAW�
NY NUL� ZA ISKL��ENIEM ODNOJ KOMPONENTY� RAWNOJ EDINICE� I NOMER
�TOJ KOMPONENTY SOWPADAET S NOMEROM ISHODA �SOBYTIQ Aj�� KOTORYM
ZAWER�ILOSX i�OE ISPYTANIE� i � �� � � � � n� j � �� � � � �m� pOSTULIRU�
ETSQ� �TO SLU�AJNYE WEKTORY Y�� � � � � Yn NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI

�SLEDSTWIE NEZAWISIMOSTI PROWEDENIQ ISPYTANIJ�

pRI TAKOM SOGLA�ENII KAVDAQ KOMPONENTA Xj NABL�DAEMOGO WEK�

TORA X�m� IMEET STOHASTI�ESKOE PREDSTAWLENIE

Xj �
nX
i��

Xji� ���

W KOTOROM Xj�� � � � � Xjn NEZAWISIMY I ODINAKOWO B��� pj� RASPREDELENY�
PRINIMA�T ZNA�ENIE � S WEROQTNOSTX� pj I ZNA�ENIE  S WEROQTNOS�
TX� � � pj � j � �� � � � �m� iZ PREDSTAWLENIQ ��� SLEDUET� �TO WERO�
QTNOSTX L�BOGO SOBYTIQ W n MULXTINOMIALXNYH ISPYTANIQH �ZNA�
�ENIJ� KOTORYE PRINIMA�T WEKTORY Y�� � � � � Yn� OPREDELQETSQ TOLXKO
KOLI�ESTWAMI x�� � � � � xm ISPYTANIJ� KOTORYE ZAWER�ILISX SOOTWET�
STWU��IMI ISHODAMI A�� � � � � Am� lEGKO WIDETX� �TO �TA WEROQTNOSTX

��



RAWNA px�� � � � pxmm � GDE
Pm

� xj � n� tEPERX DLQ TOGO� �TOBY WYWESTI FUNK�
CI� PLOTNOSTI f�x�� � � � � xm� � P �X� � x�� � � � � Xm � xm�� DOSTATO�NO
RE�ITX KOMBINATORNU� ZADA�U� KOTORU� MY UMEEM RE�ATX W SLU�AE

m � � � SKOLXKIMI SPOSOBAMI MOVNO POLU�ITX x� ISHODOW A�� x� ISHO�
DOW A�� � � � � xm ISHODOW Am W n �

Pm
� xi ISPYTANIQH� rE�ENIE ZADA�I

DA�T MULXTINOMIALXNYE KO�FFICIENTY

Cx����xm
n �

n�

x�� � � �xm�
�SRAWNITE S BINOMIALXNYMI KO�FFICIENTAMI Cx

n�
 iTAK� FUNKCIQ PLO�
TNOSTI MULXTINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ M�m� np� PO m�KRATNOMU
PROIZWEDENI� S�ITA��IH MER RAWNA

f�x�� � � � � xm� �
n�

x�� � � �xm�p
x�
� � � � pxmm �

W OBLASTI
Pm

� xj � n I f�x�� � � � � xm� �  W SLU�AE CELYH x�� � � � � xm� NE
UDOWLETWORQ��IH POSLEDNEMU RAWENSTWU� A TAKVE W SLU�AE DROBNYH
xj � j � �� � � � �m�
wY�ISLIM MOMENTNYE HARAKTERISTIKI MULXTINOMIALXNOGO RASPRE�

DELENIQ� ISPOLXZUQ STOHASTI�ESKOE PREDSTAWLENIE ���
 wEKTOR SREDNIH

EXj �
nX
i��

EXji � n���pj �  � ��� pj�� � npj� j � �� � � � �m�

WEKTOR DISPERSIJ

��
j � E

�
� nX
i��

Xji

�
A�

� �EXj�
� �

nX
i��

EX�
ji �

X
i��k

EXjiEXjk � n�p�j �

npj � n�n� ��p�j � n�p�j � npj��� pj�� j � �� � � � �m�

wY�ISLIM KOWARIACII Xj S Xl PRI j �� l �

�jl �
nX

i��

E�XjiXli� �
X
i��k

EXjiEXlk �EXjEXl�

pOSKOLXKU PRI i�OM ISPYTANII TOLXKO ODNA IZ KOMPONENT X�i� � � � � Xmi

RAWNA EDINICE� A OSTALXNYE RAWNY NUL�� TO XjiXli � � PERWAQ SUMMA
W PRAWOJ �ASTI POSLEDNEGO RAWENSTWA RAWNA NUL� I �jl � n�n���pjpl�
n�pjpl � �npjpl� kO�FFICIENTY KORRELQCII

�jl � � npjpl

n �pj��� pj�pl��� pl��
���

� �
vuut pjpl
��� pj���� pl�

� j �� l�

��



oTRICATELXNYE ZNA�ENIQ KO�FFICIENTOW KORRELQCII ESTX SLEDSTWIE

SWQZEJ MEVDU KOMPONENTAMI NABL�DAEMOGO WEKTORA�
Pm

� Xj � n�

mNOGOMERNOE NORMALXNOE RASPREDELENIE Nm��� 	�� mY TRAK�
TOWALI MULXTINOMIALXNU� SHEMU ISPYTANIJ KAK MNOGOMERNYJ ANA�
LOG SHEMY NEZAWISIMYH ISPYTANIJ bERNULLI
 w TAKOM SLU�AE ESTES�
TWENNO RASSMOTRETX MNOGOMERNYJ ANALOG PREDELXNOJ TEOREMY mUA�
WRA�lAPLASA
 pRIMENQQ FORMULU sTIRLINGA K MULXTINOMIALXNYM

KO�FFICIENTAM� NETRUDNO UBEDITXSQ� �TO IMEET MESTO

tEOREMA ���� �iNTEGRALXNAQ PREDELXNAQ TEOREMA DLQ MULX�
TINOMIALXNOGO RASPREDELENIQ�� dLQ L�BYH POSTOQNNYH �a�� b���
� � � � �am� bm� I �m� ���MERNOGO SLU�AJNOGO WEKTORA X�m��� � �X�� � � � �
Xm� Xm��� � M�m� �� n� p� SPRAWEDLIWO ASIMPTOTI�ESKOE PREDSTAW�
LENIE

lim
n��P

�
�a� � X� � np�q

np���� p��
� b�� � � � � am � Xm � npmq

npm��� pm�
� bm

�
A �

�

��
�m��
q
jPj

b�Z
a�

� � �
bmZ
am

exp
�
��

�
x�P��x

	
dx� � � � dxm� ���

GDE x� � �x�� � � � xm�� x �ANALOGI�NYJ WEKTOR STOLBEC� P � k�ijk �

KORRELQCIONNAQ MATRICA� W KOTOROJ �ii � � I

�ij � �
vuut pipj
��� pi���� pj�

�

ESLI i �� j� i� j � �� � � � �m� P�� � MATRICA� OBRATNAQ K P� NAKONEC�
jPj � OPREDELITELX MATRICY P�

iNTEGRAL ��� OPREDELQET NEPRERYWNOE RASPREDELENIE WEROQTNOS�
TEJ NA PRQMOUGOLXNIKAH �SLEDOWATELXNO� I NA BORELEWSKOM POLE� PRO�
STRANSTWA Rm� PRI�EM FUNKCIQ PLOTNOSTI �TOGO RASPREDELENIQ

fm�x
� jP� �

�

��
�m��
q
jPj exp

�
��

�
x�P��x

	
� x� 	 Rm�

eSLI TEPERX WMESTO KORRELQCIONNOJ MATRICY P MULXTINOMIALX�
NOGO RASPREDELENIQ RASSMOTRETX PROIZWOLXNU�� POLOVITELXNO OPRE�
DELENNU� KORRELQCIONNU� MATRICU P � k�ijk� �ii � �� i � �� � � � �m�
TO fm�x

� jP� BUDET FUNKCIEJ PLOTNOSTI SLU�AJNOGO WEKTORA X�m� �

��



�X�� � � � � Xm�� IME��EGO STANDARTNOE m�MERNOE NORMALXNOE RASPRE�

DELENIE Nm�� P�
 dALEE� ESLI WWESTI WEKTOR SREDNIH � � ���� � � � � �m�
I WEKTOR DISPERSIJ �� � ���

�� � � � � �
�
m�� TO SLU�AJNYJ WEKTOR �X� �

��� � � � � �mXm��m BUDET IMETX MNOGOMERNOE NORMALXNOE RASPREDELE�

NIE Nm��� 	� S FUNKCIEJ PLOTNOSTI

�m�x
� j�� 	� � �

��
�m��
q
j	 j exp

�
��

�
�x� ���	���x� ��

	
�

�

��
�m���� � � ��m
q
jP j exp


�
��

�

�

X
i�j

Pij

jP j �
�xi � �i��xj � �j�

�i�j

�
� � x� 	 Rm�

GDE OPREDELITELX KOWARIACIONNOJ MATRICY j	 j � �� � � � �m � jP j� A

Pij	jPj � �LEMENTY MATRICY P��� OBRATNOJ K P�
nETRUDNO WIDETX� �TO ESLI KO�FFICIENTY KORRELQCII �ij � � KOG�

DA i �� j� TO ESTX P ESTX EDINI�NAQ MATRICA� A W MATRICE KOWARIA�
CIJ 	 OTLI�NY OT NULQ TOLXKO DIAGONALXNYE �LEMENTY ��

�� � � � � �
�
m�

TO NORMALXNAQ FUNKCIQ PLOTNOSTI RASPADAETSQ W PROIZWEDENIE MAR�
GINALXNYH NORMALXNYH N���i� �

�
i �� i � �� � � � �m FUNKCIJ PLOTNOSTI


tAKIM OBRAZOM� SPRAWEDLIWO

pREDLOVENIE ��	� w SLU�AE NORMALXNOGO RASPREDELENIQ SLU�AJ�

NOGO WEKTORA NEKORRELIROWANNOSTX EGO KOMPONENT WLE�ET IH NEZAWI�

SIMOSTX�

sLEDUET OBRATITX OSOBOE WNIMANIE NA TREBOWANIE POLOVITELXNOJ

OPREDELENNOSTI KORRELQCIONNOJ MATRICY P ILI� �TO TO VE� KOWARI�
ACIONNOJ MATRICY 	� eSLI �TI MATRICY POLOVITELXNO POLUOPREDE�
LENY� TO ESTX IME�T RANG r � m� TO MY POLU�IM NESOBSTWENNOE m�
MERNOE NORMALXNOE RASPREDELENIE� WSQ WEROQTNOSTNAQ MASSA KOTOROGO
BUDET SOSREDOTO�ENA NA GIPERPLOSKOSTI Rr� A MEVDU KOMPONENTAMI

SLU�AJNOGO WEKTORA X�m� BUDET SU�ESTWOWATX LINEJNAQ ZAWISIMOSTX

uKAZANNYE SWOJSTWA MNOGOMERNOGO NORMALXNOGO RASPREDELENIQ NAI�

BOLEE NAGLQDNO PROSLEVIWA�TSQ W SLU�AE m � � � NORMALXNOGO RAS�
PREDELENIQ NA PLOSKOSTI R�� fUNKCIQ PLOTNOSTI RASPREDELENIQ SLU�
�AJNOGO WEKTORA �X�Y � � N���� 	� PRI � � �XY �� �� RAWNA

��



���x� y j�� 	� � �

�
����
p
�� ��

�

exp


�
��

�

���� ���

�
��x� ���

�

��
�

� ���x� ����y � ���

����
�

�y � ���
�

��
�

�
A
�
� �

kAK OTME�ALOSX WY�E� �� � EX� �� � EY ESTX WEKTOR SREDNIH

ZNA�ENIJ� ��
� � DX� ��

� � DY � DISPERSII SOOTWETSTWU��IH SLU�AJ�
NYH WELI�IN� � � cov�X� Y �	����� � KO�FFICIENT KORRELQCII MEVDU
X I Y� w TOM� �TO �TO DEJSTWITELXNO TAK� MOVNO UBEDITXSQ I NEPO�
SREDSTWENNYM WY�ISLENIEM INTEGRALOW� OPREDELQ��IH SOOTWETSTWU�
��IE MOMENTNYE HARAKTERISTIKI
 mARGINALXNYE FUNKCII PLOTNOS�
TI fX�x� I fY �y� NAHODQTSQ TAKVE NEPOSREDSTWENNYM INTEGRIROWANI�
EM SOWMESTNOJ FUNKCII PLOTNOSTI ���x� y j��	� PO SOOTWETSTWU��IM
PEREMENNYM y I x �

fX�x� �
�p
�
��

exp


�
��

�x � ���
�

���
�

�
� � fY �y� �

�p
�
��

exp


�
��

�y � ���
�

���
�

�
� �

TO ESTX X � N���� �
�
��� Y � N���� �

�
��� oSOBO OTMETIM� �TO SU�ESTWU�

�T MNOGOMERNYE RASPREDELENIQ� OTLI�NYE OT NORMALXNOGO� NO IME�

��IE NORMALXNYE MARGINALXNYE RASPREDELENIQ�

pODOBNYE �LLIPSY

�

���� ���

�
��x � ���

��
�

� ���x� ����y � ���

����
�

�y � ���
�

��
�

�
A � c�

IGRA�T ROLX KRIWYH RAWNYH WEROQTNOSTEJ� NETRUDNO WY�ISLITX� �TO
WEROQTNOSTX POPADANIQ �X� Y � W OBLASTX� OGRANI�ENNU� �TIM �LLIP�
SOM� RAWNA �� expf�c�g�
fORMA �LLIPSA RAWNYH WEROQTNOSTEJ DAET HORO�EE PREDSTAWLENIE

O WIDE POWERHNOSTI z � ���x� y j�� 	� NORMALXNOJ PLOTNOSTI
 pRI
� � � �� � �� �LLIPSY PREWRA�A�TSQ W OKRUVNOSTI
 kOGDA � PRI�
BLIVAETSQ K �� ILI ��� �LLIPSY STANOWQTSQ BOLEE TONKIMI I WYTQ�
NUTYMI� �TO QWLQETSQ POKAZATELEM STREMLENIQ WEROQTNOSTNOJ MASSY

SOSREDOTA�IWATXSQ OKOLO OB�EJ BOLX�OJ OSI �TIH �LLIPSOW

oSOBYJ INTERES PREDSTAWLQET �LLIPS S c � �� KOTORYJ NAZYWAETSQ

�LLIPSOM RASSEQNIQ
 oN OBLADAET DOSTATO�NO WYSOKOJ WEROQTNOSTX�
� � e�� 
 ��� POPADANIQ SLU�AJNOJ TO�KI �X� Y � WNUTRX �LLIPSA

I E�E ODNIM ZAME�ATELXNYM SWOJSTWOM� RAWNOMERNOE RASPREDELENIE

�	



PO OBLASTI� OGRANI�ENNOJ �LLIPSOM RASSEQNIQ� IMEET TE VE MOMENTY
PERWOGO ���� ��� I WTOROGO ���

�� �
�
�� ������ PORQDKOW� �TO I NORMALXNOE

RASPREDELENIE

w ZAKL��ENIE OTMETIM� �TO DWUMERNOE NORMALXNOE RASPREDELENIE

IGRAET WAVNU� ROLX W TEORII STRELXB� RASPREDELENIE KOORDINAT TO�
�EK POPADANIQ PRI STRELXBE IZ ZAKREPLENNOGO STWOLA HORO�O SOGLA�
SUETSQ S NORMALXNYM ZAKONOM


�




x��� uSLOWNOE RASPREDELENIE WEROQTNOSTEJ�
uSLOWNOE MATEMATI�ESKOE OVIDANIE

lEKCIQ ��

oDNOJ IZ TIPI�NYH ZADA� TEORII WEROQTNOSTEJ QWLQETSQ PROGNOZ

WOZMOVNOGO ZNA�ENIQ SLU�AJNOJ WELI�INY Y PO REZULXTATU NABL�DE�
NIQ DRUGOJ SLU�AJNOJ WELI�INY X� pRIMERY TAKIH ZADA� � PROGNOZ
METEOROLOGI�ESKIH POKAZATELEJ �TEMPERATURY WOZDUHA� ATMOSFERNO�
GO DAWLENIQ� KOLI�ESTWA OSADKOW� PO DANNYM IH ZAMEROW W PRO�LOM�
PROGNOZ STOIMOSTI CENNYH BUMAG ILI OBMENNOGO KURSA WAL�TY NA

BLIVAJ�EE BUDU�EE� PRI�EM PROGNOZ OSU�ESTWLQETSQ NE STOLXKO PO

ZNA�ENIQM �TIH FINANSOWYH POKAZATELEJ NA SEGODNQ�NIJ DENX� SKOLX�
KO PO DANNYM INFORMACIONNOGO CENTRA O SOSTOQNII PROMY�LENNOS�
TI STRANY� RAZLI�NYH POKAZATELEJ RYNKA CENNYH BUMAG� IH DWIVE�
NIQ� SPROSA I PR� s ANALOGI�NYMI PROBLEMAMI MY STALKIWAEMSQ W

MEDICINE� TEHNIKE� UPRAWLENII PROIZWODSTWOM� lEGKO PONQTX� �TO WO
WSEH �TIH PRIMERAH PROGNOZ NOSIT WEROQTNOSTNYJ HARAKTER� I DOLVEN
OTWE�ATX NA WOPROSY TIPA� ESLI NABL�DAETSQ ZNA�ENIE x SLU�AJNOJ

WELI�INY X� TO KAKOWA WEROQTNOSTX TOGO� �TO Y BUDET LEVATX W OPRE�
DELENNYH PREDELAH� KAKOWO NAIBOLEE WEROQTNOE ZNA�ENIE Y� ILI �EMU
RAWNO SREDNEE ZNA�ENIE Y� ESLI X PRINQLO ZNA�ENIE x	
nA WSE �TI WOPROSY LEGKO OTWETITX W SLU�AE DISKRETNYH RASPREDE�

LENIJ SLU�AJNOGO WEKTORA �X� Y �� pUSTX fX�Y �x� y� 
 P �X 
 x� Y 

y� � SOWMESTNAQ FUNKCIQ PLOTNOSTI X I Y PO S�ITA��EJ MERE NA BO�
RELEWSKOJ PLOSKOSTI R�� tOGDA RE�ENIE ZADA�I PROGNOZA DAET USLOW�

NAQ FUNKCIQ PLOTNOSTI � USLOWNAQ WEROQTNOSTX

fY jX�y jx� 
 PfY 
 y jX 
 xg 

P �X 
 x� Y 
 y�

P �X 
 x�



fX�Y �x� y�

fX�x�
�

GDE fX�x� � MARGINALXNAQ FUNKCIQ PLOTNOSTI X� dEJSTWITELXNO� WE�
ROQTNOSTX TOGO� �TO PROGNOZIRUEMOE ZNA�ENIE Y BUDET LEVATX W PRE�
DELAH �a� b� RAWNO USLOWNOJ WEROQTNOSTI

PfY � �a� b� jX 
 xg 

X

y��a�b�

fY jX�y jx��

NAIBOLEE WEROQTNOE ZNA�ENIE Y � �TO MODA USLOWNOGO RASPREDELENIQ

mod�Y jX� 
 arg sup
y

fY jX�y jx��

��



OVIDAEMOE �SREDNEE� ZNA�ENIE Y � USLOWNOE MATEMATI�ESKOE OVIDA�
NIE

EfY jX 
 xg 

X
y
yfY jX�y jx��

nO KAK OSU�ESTWITX ANALOGI�NYE RAS�ETY W SLU�AE NEPRERYWNO�
GO RASPREDELENIQ X� KOGDA P �X 
 x� 
 � I NA NOLX� KAK IZWESTNO�
DELITX NELXZQ	 kONE�NO� I W �TOM SLU�AE MOVNO PREDLOVITX NEKO�
TOROE �SURROGATNOE� POSTROENNOE NA ANALOGIQH S DISKRETNYM SLU�A�
EM� OPREDELENIE USLOWNOGO RASPREDELENIQ� NO TEM NE MENEE OTSUTSTWIE
STROGOGO OPREDELENIQ USLOWNOJ WEROQTNOSTI� PRIGODNOGO DLQ RASPRE�
DELENIJ L�BOGO TIPA� DOLGO TORMOZILO RAZWITIE TEORII WEROQTNOS�
TEJ I EE STANOWLENIE KAK SAMOSTOQTELXNOJ MATEMATI�ESKOJ DISCIP�
LINY� oSOBENNO STRADALA OT �TOGO TEORIQ SLU�AJNYH PROCESSOW� DO
TEH POR POKA W ���H GODAH NA�EGO STOLETIQ aNDREJ nIKOLAEWI� kOL�
MOGOROW WWEL STROGOE OPREDELENIE USLOWNOGO MATEMATI�ESKOGO OVI�
DANIQ I USLOWNOGO RASPREDELENIQ WEROQTNOSTEJ� uWY� �TO SLI�KOM

SLOVNAQ TEORIQ� KOTORU� MY NE SMOVEM POSTI�X S NA�IMI SKUDNY�
MI �w���m�kA��INSKIMI POZNANIQMI W OBLASTI TEORII MERY� zA�
ME�U TOLXKO� �TO W �TOM OPREDELENII RE�A��U� ROLX IGRAET TEO�
REMA rADONA�nIKODIMA� O KOTOROJ MY UPOMINALI W x�� KOGDA WWODI�
LI FUNKCI� PLOTNOSTI RASPREDELENIQ SLU�AJNOJ WELI�INY� kROME
TOGO� USLOWNOE MATEMATI�ESKOE OVIDANIE I USLOWNOE RASPREDELENIE

TRAKTU�TSQ KAK SLU�AJNYE WELI�INY� IZMENENIE ZNA�ENIJ KOTORYH

NA MNOVESTWAH NULEWOJ WEROQTNOSTI NE WLIQET NA IH RASPREDELENIE� I
�TO OBSTOQTELXSTWO POZWOLQET ISKL��ITX IZ RASSMOTRENIQ ZNA�ENIQ x

SLU�AJNOJ WELI�INY X� W KOTORYH fX�x� 
 �� sEJ�AS MY RASSKAVEM�
KAK �TO DELAETSQ BEZ PRIWLE�ENIQ TEOREMY rADONA�nIKODIMA� KOGDA
SOWMESTNOE RASPREDELENIE X I Y PRINADLEVIT NEPRERYWNOMU TIPU

�SU�ESTWUET PLOTNOSTX fX�Y �x� y� PO MERE lEBEGA NA PLOSKOSTI��
pREDPOLOVIM DOPOLNITELXNO� �TO SOWMESTNAQ FUNKCIQ PLOTNOSTI

fX�Y �x� y� NEPRERYWNA PO OBEIM PEREMENNYM� I IZU�IM ASIMPTOTI�
�ESKOE POWEDENIE USLOWNOJ WEROQTNOSTI PfY � y jx � X � x � �xg
PRI �x� �� pONQTNO� �TO TAKIM OBRAZOM MY PYTAEMSQ WWESTI USLOW�
NU� FUNKCI� PLOTNOSTI Y� PRI USLOWII X 
 x� pO FORMULE USLOWNOJ

WEROQTNOSTI NAHODIM

PfY � y jx � X � x��xg 

P �Y � y� x � X � x��x�

P �x � X � x��x�



���



yR
��

dt
x��xR
x

fX�Y �s� t�ds

x��xR
x

fX�s�ds
�

pRIMENQQ TEOREMU O SREDNEM K INTEGRALOM W PRAWOJ �ASTI �TOGO RA�
WENSTWA� POLU�AEM

PfY � y jx � X � x��xg 


yR
��

fX�Y �x� ���x� t�dt�x

fX�x � ���x��x
�

GDE � � �i � �� i 
 �� ��
tEPERX� ISPOLXZUQ NEPRERYWNOSTX FUNKCIJ fX�Y I fX � MY MOVEM

OPREDELITX USLOWNU� FUNKCI� RASPREDELENIQ Y OTNOSITELXNO SOBY�
TIQ X 
 x� ESLI USTREMIM W OBEIH �ASTQH POSLEDNEGO NERAWENSTWA

�x� � �

F Y jX�y jx� 
 lim
�x��

PfY � y jx � X � x��xg 


yR
��

fX�Y �x� t�dt

fX�x�
�

uSLOWNAQ FUNKCIQ PLOTNOSTI POLU�AETSQ DIFFERENCIROWANIEM US�
LOWNOJ FUNKCII RASPREDELENIQ�

fY jX�y jx� 
 d

dy
F Y jX�y jx� 
 fX�Y �x� y�

fX�x�
�

uDIWITELXNO� NO MY PRI�LI K TOJ VE FORMULE USLOWNOJ PLOTNOSTI�
�TO I W DISKRETNOM SLU�AE�
pOSKOLXKU ZNA�ENIQ x� W KOTORYH fX�x� 
 �� MOVNO WOOB�E ISKL��

�ITX IZ OBLASTI WOZMOVNYH ZNA�ENIJ SLU�AJNOJ WELI�INY X ��TI
ZNA�ENIQ W SOWOKUPNOSTI DA�T MNOVESTWO NULEWOJ WEROQTNOSTI�� TO�
PODSTAWLQQ W OPREDELENII USLOWNOJ PLOTNOSTI WMESTO x SLU�AJNU�

WELI�INU X� PRIHODIM K SLEDU��EMU OPREDELENI� USLOWNOGO RASPRE�
DELENIQ I USLOWNOGO MATEMATI�ESKOGO OVIDANIQ DLQ DISKRETNYH I

NEPRERYWNYH RASPREDELENIJ SLU�AJNOGO WEKTORA �X� Y ��

oPREDELENIE ����� eSLI SLU�AJNYJ WEKTOR �X� Y � IMEET DISK�
RETNU� ILI NEPRERYWNU� SOWMESTNU� FUNKCI� PLOTNOSTI fX�Y �x� y��
TO USLOWNOE RASPREDELENIE SLU�AJNOJ WELI�INY Y OTNOSITELXNO SLU�

�AJNOJ WELI�INY X OPREDELQETSQ FUNKCIEJ PLOTNOSTI

fY jX�y jX� 

fX�Y �y� X�

fX�X�
� y � R�

���



A USLOWNOE MATEMATI�ESKOE OVIDANIE Y OTNOSITELXNO SLU�AJNOJ

WELI�INY X WY�ISLQETSQ PO FORMULE

EfY jXg 

Z

R

yfY jX�y jX�d��y��

tAKIM OBRAZOM� USLOWNOE MATEMATI�ESKOE OVIDANIE I USLOWNOE

RASPREDELENIE QWLQ�TSQ SLU�AJNYMI WELI�INAMI I OPREDELQ��IE IH

FORMULY SPRAWEDLIWY DLQ PO�TI WSEH ZNA�ENIJ SLU�AJNOJ WELI�INY

X�

eSTESTWENNO� MY MOVEM WWESTI TAKVE OPREDELENIE USLOWNOGO MA�
TEMATI�ESKOGO OVIDANIQ IZMERIMOJ FUNKCII g�Y � OTNOSITELXNO SLU�
�AJNOJ WELI�INY X� POLAGAQ

Efg�Y � jXg 

Z

R

g�y�fY jX�y jX�d��y��

eSLI POLOVITX g�y� 
 IB�y� � INDIKATORNOJ FUNKCII BORELEWSKOGO

MNOVESTWA B� TO USLOWNOE MATEMATI�ESKOE OVIDANIE OT g�Y � OTNOSI�
TELXNO X SOWPADAET S USLOWNOJ WEROQTNOSTX� SOBYTIQ B� I� TAKIM
OBRAZOM� USLOWNOE RASPREDELENIE Y OTNOSITELXNO X ESTX �ASTNYJ

SLU�AJ USLOWNOGO MATEMATI�ESKOGO OVIDANIQ�

PfY � B jXg 
 EfIB�Y � jXg�
lEGKO WIDETX� �TO USLOWNOE MATEMATI�ESKOE OVIDANIE OBLADAET

WSEMI SWOJSTWAMI OBY�NOGO SREDNEGO� NO EMU PRISU�I I NEKOTORYE

SPECIFI�ESKIE �ERTY�

pREDLOVENIE ����� dLQ USLOWNOGO MATEMATI�ESKOGO OVIDANIQ

EfY jXg SPRAWEDLIWY RAWENSTWA

��� E
X
EfY jXg 
 EY�

��� ESLI X I Y NEZAWISIMY� TO EfY jXg 
 EY�

dOK A Z A T E L X S T W O� oBA RAWENSTWA NEMEDLENNO SLEDU�T IZ OPRE�
DELENIQ USLOWNOGO MATEMATI�ESKOGO OVIDANIQ�

��� iMEEM

E
X
EfY jXg 


Z
R
EfY jxgfX�x�d��x� 


Z
R
d��x�

Z
R
y
fX�Y �x� y�

fX�x�
fX�x�d��y� 


Z
R
yfY �y�d��y� 
 EY�

���



��� eSLI X I Y NEZAWISIMY� TO fX�Y �x� y� 
 fX�x�fY �y�� OTKUDA

EfY jXg 

Z
R
y
fX�x�fY �y�

fX�x�
d��y� 


Z
R
yfY �y�d��y� 
 EY�

tEPERX MY RASPOLAGAEM NEKOTOROJ TEHNIKOJ DLQ RE�ENIQ PROSTEJ�
�IH ZADA� PROGNOZA�

nAILU��IJ W SREDNEM KWADRATI�ESKOM PROGNOZ

OVIDAEMOGO ZNA�ENIQ Y PO REZULXTATU NABL�DENIQ X�

pROBLEMA OPTIMALXNOGO PREDSKAZANIQ OVIDAEMOGO ZNA�ENIQ Y PO

REZULXTATU x NABL�DENIQ SLU�AJNOJ WELI�INY X SOSTOIT W OTYSKA�
NII FUNKCII g�X�� KOTORAQ MINIMIZIRUET NEKOTORU� MERU UKLONENIQ

g�X� OT Y� mY BUDEM RE�ATX ZADA�U MINIMIZACII SREDNEGO KWADRA�

TI�ESKOGO UKLONENIQ E�Y � g�X���� W KOTOROM MATEMATI�ESKOE OVI�
DANIE WY�ISLQETSQ PO SOWMESTNOMU RASPREDELENI� X I Y� rE�ENIE

ZADA�I DAET

pREDLOVENIE ����� mINIMUM FUNKCIONALA E�Y �g�X��� DOSTI�
GAETSQ NA FUNKCII g��X� 
 EfY jXg�
dOK A Z A T E L X S T W O� iSPOLXZUQ SWOJSTWO ��� USLOWNOGO MATEMA�

TI�ESKOGO OVIDANIQ� USTANOWLENNOE W PREDLOVENII ����� PREDSTAWIM
SREDNEE KWADRATI�ESKOE UKLONENIE W WIDE E�Y � g�X��� 
 E

X
Ef�Y �

g�X��� jXg I BUDEM MINIMIZIROWATX MOMENT WTOROGO PORQDKA Ef�Y �
g�X��� jXg SLU�AJNOJ WELI�INY Y OTNOSITELXNO �TO�KI g�X�� KOG�
DA RASPREDELENIE Y OPREDELQETSQ SWOEJ USLOWNOJ FUNKCIEJ PLOTNOS�
TI fY jX�y jX�� w x� �PREDLOVENIE ���� UTWERVDENIE ��� BYLO POKAZA�
NO� �TO MINIMUM DOSTIGAETSQ NA SREDNEM ZNA�ENII Y I RAWEN DY�

pOSKOLXKU W DANNOM SLU�AE MOMENT WTOROGO PORQDKA WY�ISLQLSQ PO

USLOWNOMU RASPREDELENI� Y OTNOSITELXNO X� TO MINIMUM DOSTIGA�
ETSQ NA FUNKCII �SLU�AJNOJ WELI�INE� g��X� 
 Ef�Y jXg�
iTAK� NAILU��IJ W SREDNEM KWADRATI�ESKOM PROGNOZ OVIDAEMOGO

ZNA�ENIQ Y PO REZULXTATU x NABL�DENIQ SLU�AJNOJ WELI�INY X DO�
STAWLQET REALIZACIQ W TO�KE X 
 x USLOWNOGO MATEMATI�ESKOGO OVI�
DANIQ EfY jXg� dOPUSKAQ NEKOTORU� WOLXNOSTX� ZAPI�EM �TU REALI�
ZACI� W WIDE FUNKCII y 
 g��x� 
 EfY jX 
 xg� fUNKCIQ y 
 g��x�
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NAZYWAETSQ KRIWOJ SREDNEJ KWADRATI�ESKOJ REGRESSII Y NA X� A MI�
NIMALXNOE SREDNEE KWADRATI�ESKOE UKLONENIE ��Y jX 
 E�Y � g��X���

� OSTATO�NOJ DISPERSIEJ�
nAJDEM KRIWU� g��x� I WY�ISLIM OSTATO�NU� DISPERSI� W SLU�AE

SOWMESTNOGO NORMALXNOGO RASPREDELENIQ X I Y�

pREDLOVENIE ����� pUSTX �X� Y � � N���� ��� tOGDA KRIWAQ SRED�
NEJ KWADRATI�ESKOJ REGRESSII Y NA X ESTX PRQMAQ
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oSTATO�NAQ DISPERSIQ ��Y jX 
 ������ ����

dOK A Z A T E L X S T W O� w SLU�AE DWUMERNOGO NORMALXNOGO RASPRE�
DELENIQ
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mARGINALXNU� FUNKCI� PLOTNOSTI fX�x� KOMPONENTY X MY WY�
�ISLQLI W KONCE PREDYDU�EGO PARAGRAFA� pEREMNOVAQ fX�x� I
fY jX�y jx� I PROIZWODQ NESLOVNYE ALGEBRAI�ESKIE PREOBRAZOWANIQ�
UBEVDAEMSQ� �TO �TO PROIZWEDENIE RAWNO PLOTNOSTI fX�Y �x� y� DWU�
MERNOGO NORMALXNOGO RASPREDELENIQ�
iZ FORMULY ��� NAHODIM� �TO USLOWNAQ PLOTNOSTX IMEET SREDNEE

EfY jX 
 xg 
 g�x� I DISPERSI� ����� � ���� KOTORYE SOWPADA�T S

FORMULAMI� PRIWEDENNYMI W FORMULIROWKE PREDLOVENIQ�
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lEGKO PONQTX� �TO ESLI PROBLEMA SOSTOIT W PREDSKAZANII ZNA�ENIQ
x SLU�AJNOJ WELI�INY X PO NABL�DENI� y SLU�AJNOJ WELI�INY Y�

TO NAILU��IJ W SREDNEM KWADRATI�ESKOM PROGNOZ x IMEET WID

x 
 �� � �
��

��
�y � ����

�TO NE SOWPADAET S FUNKCIEJ� OBRATNOJ K

y 
 �� � �
��

��
�x� ����

�TO WPOLNE ESTESTWENNO� POSKOLXKU MY MINIMIZIRUEM W KAVDOM IZ

�TIH SLU�AEW UKLONENIQ OT PRQMOJ REGRESSII W RAZLI�NYH �PERPEN�
DIKULQRNYH DRUG K DRUGU� NAPRAWLENIQH� ODNO � WDOLX OSI OY� WTOROE
� WDOLX OSI OX�

nIVE PRIWODITSQ RISUNOK� ILL�STRIRU��IJ RASPOLOVENIE PRQ�
MYH REGRESSII Y NA X I X NA Y OTNOSITELXNO GLAWNOJ OSI �LLIP�
SA RASSEIWANIQ� KOTORAQ NOSIT NAZWANIE PRQMOJ ORTOGONALXNOJ RE�

GRESSII I DAET NAILU��IJ W SREDNEM KWADRATI�ESKOM PROGNOZ� KOGDA
O�IBKI IZMERQ�TSQ NE WDOLX KOORDINATNYH OSEJ� A PO KRAT�AJ�EMU
RASSTOQNI� K KRIWOJ PROGNOZA g�x��
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x��� sHODIMOSTX SLU�AJNYH WELI�IN I

FUNKCIJ RASPREDELENIJ

lEKCIQ ��

dLQ TOGO� �TOBY PRODWINUTXSQ DALX�E W POSTROENII NOWYH WERO�
QTNOSTNYH MODELEJ I WOZMOVNO W BOLX�EJ STEPENI DATX MATEMATI�
�ESKOE OSNOWANIE DLQ PRIMENENIQ METODOW MATEMATI�ESKOJ STATIS�
TIKI K IDENTIFIKACII WEROQTNOSTNYH MODELEJ� MY DOLVNY IZU�ITX

PROBLEMY SHODIMOSTI POSLEDOWATELXNOSTEJ SLU�AJNYH WELI�IN I IH

FUNKCIJ RASPREDELENIQ�
pUSTX NA WEROQTNOSTNOM PROSTRANSTWE ��� A� P � ZADANY DWE SLU�

�AJNYE WELI�INY X � X��� I Y � Y ���� IME��IH ODNO I TO VE

RASPREDELENIE WEROQTNOSTEJ� w TAKOM SLU�AE� S TO�KI ZRENIQ PRILO�
VENIJ TEORII WEROQTNOSTEJ TAKIE SLU�AJNYE WELI�INY SLEDUET S�I�
TATX �KWIWALENTNYMI �NERAZLI�IMYMI��

oPREDELENIE ����� eSLI P �X��� � Y ���� � �� TO SLU�AJNYE

WELI�INY X I Y NAZYWA�TSQ RAWNYMI PO�TI NAWERNOE ILI �KWIWA�

LENTNYMI I PI�ETSQ X �
P�N�

Y�

pRI ISSLEDOWANII PREDELA POSLEDOWATELXNOSTI SLU�AJNYH WELI�IN

fXn� n � �g� ZADANNYH NA ODNOM I TOM VE WEROQTNOSTNOM PROSTRAN�
STWE ��� A� P �� MY IMEEM DELO� PO SU�ESTWU� S PROBLEMOJ SHODIMOSTI
POSLEDOWATELXNOSTI FUNKCIJ fXn���� n � �g� NO PRI �TOM MY MOVEM

NE OBRA�ATX WNIMANIQ NA MNOVESTWO TO�EK � NULEWOJ WEROQTNOSTI�
W KOTORYH SOOTWETSTWU��IE �ISLOWYE POSLEDOWATELXNOSTI NE IME�T

PREDELA� pO�TOMU POTO�E�NAQ �W KAVDOJ TO�KE � � ��� SHODIMOSTX
FUNKCIJ PRETERPEWAET SU�ESTWENNOE IZMENENIE I PREWRA�AETSQ W SLE�
DU��EE

oPREDELENIE ����� eSLI DLQ POSLEDOWATELXNOSTI SLU�AJNYH WE�
LI�IN fXn���� n � �g� ZADANNYH NA WEROQTNOSTNOM PROSTRANSTWE

��� A� P �� SU�ESTWUET TAKAQ SLU�AJNAQ WELI�INA X � X���� � � �
�TO

P �f lim
n��

Xn��� � X���g� � ��

TO X NAZYWAETSQ PREDELOM POSLEDOWATELXNOSTI fXn� n � �g PO�TI

NAWERNOE I PI�ETSQ Xn��
P�N�

X�

w OB�EJ TEORII MERY SHODIMOSTX PO�TI NAWERNOE NAZYWAETSQ SHO�
DIMOSTX� PO�TI WS�DU� I �TO NAIBOLEE SILXNAQ IZ IZWESTNYH NAM
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FORMA SHODIMOSTI FUNKCIJ 	 SLU�AJNYH WELI�IN� dLQ NEE� ESTEST�
WENNO� SPRAWEDLIW KRITERIJ SHODIMOSTI kO�I
 ESLI jXn �Xmj ��

P�N�
�

PRI n�m � �� TO POSLEDOWATELXNOSTX fXn� n � �g PO�TI NAWERNOE

SHODITSQ K NEKOTOROMU PREDELU X� sU�ESTWU�T DOWOLXNO SLOVNYE W
PRIMENENIQH DOSTATO�NYE PRIZNAKI SHODIMOSTI PO�TI NAWERNOE� OD�
NAKO MY PRAKTI�ESKI NE BUDEM W DALXNEJ�EM KASATXSQ �TOJ FORMY

SHODIMOSTI� POSKOLXKU KONKRETNYE REZULXTATY �NAPRIMER� USILEN�
NYJ ZAKON BOLX�IH �ISEL� TREBU�T DLQ SWOEGO DOKAZATELXSTWA OGROM�
NYH WREMENNYH ZATRAT� 	 MY NE MOVEM POZWOLITX SEBE TAKOJ ROSKO�I

W RAMKAH TOGO SKUDNOGO PROMEVUTKA WREMENI� KOTORYJ OTWEDEN NAM

U�EBNYM PLANOM DLQ IZU�ENIQ TEORII WEROQTNOSTEJ I MATEMATI�ES�
KOJ STATISTIKI� mY BUDEM� W OSNOWNOM� IMETX DELO S BOLEE �SLABOJ
FORMOJ SHODIMOSTI� KOTORAQ W OB�EJ TEORII MERY NAZYWAETSQ SHO�

DIMOSTX� PO MERE� A W TEORII WEROQTNOSTEJ� KAK WY NAWERNOE UVE

DOGADYWAETESX� SHODIMOSTX� PO WEROQTNOSTI�

oPREDELENIE ����� pOSLEDOWATELXNOSTX fXn� n � �g NAZYWAETSQ
SHODQ�EJSQ K PREDELU X PO WEROQTNOSTI� ESLI DLQ L�BOGO � � �

lim
n��

P �jXn��� �X��� j � �� � ��

sHODIMOSTX PO WEROQTNOSTI OBOZNA�AETSQ Xn�
P
X�

nAPOMNIM IZWESTNYJ WAM IZ OB�EJ TEORII MERY FAKT
 SHODIMOSTX
PO�TI NAWERNOE WLE�ET SHODIMOSTX PO WEROQTNOSTI� NO OBRATNOE� WO�
OB�E GOWORQ� NE WERNO� I SU�ESTWU�T PRIMERY POSLEDOWATELXNOSTEJ�
SHODQ�IHSQ PO WEROQTNOSTI� NO NE IME��IH PREDELA PO�TI NAWER�
NOE� oDNAKO IZ WSQKOJ SHODQ�EJSQ PO WEROQTNOSTI POSLEDOWATELXNOSTI
SLU�AJNYH WELI�IN MOVNO IZWLE�X PODPOSLEDOWATELXNOSTX� SHODQ�U�
�SQ K TOMU VE PREDELU PO�TI NAWERNOE�
mY UVE IMELI DELO SO SHODIMOSTX� PO WEROQTNOSTI� KOGDA DOKA�

ZYWALI ZAKON BOLX�IH �ISEL bERNULLI� sLEDU��IJ REZULXTAT OBOB�
�AET �TOT ZAKON NA SUMMY NEZAWISIMYH SLU�AJNYH WELI�IN S DOSTA�
TO�NO PROIZWOLXNYM OB�IM RASPREDELENIEM�

tEOREMA ���� �ZAKON BOLX�IH �ISEL �EBY�EWA� pUSTX fXn�
n � �g � POSLEDOWATELXNOSTX NEZAWISIMYH ODINAKOWO RASPREDELENNYH

SLU�AJNYH WELI�IN S KONE�NYM WTORYM MOMENTOM� tOGDA
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dOK A Z A T E L X S T W O PROWODITSQ STOLX VE PROSTO� KAK I W SLU�AE
ZAKONA BOLX�IH �ISEL bERNULLI� KOGDA Xk � B��� p�� I TAKVE OSNOWA�
NO NA ISPOLXZOWANII NERAWENSTWA �EBY�EWA P �g�X� � c� � Eg�X��c�
pOLOVIM g�X� � �Xn�EX��

� I c � ��� GDE � 	 PROIZWOLXNOE POLOVI�
TELXNOE �ISLO� tOGDA
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pOSKOLXKU Xn ESTX NORMIROWANNAQ NA n SUMMA NEZAWISIMYH SLU�AJ�
NYH WELI�IN S OB�IM KONE�NYM SREDNIM � � EX� I OB�EJ DISPERSIEJ
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KAKOWO BY NI BYLO � � ��

mY POKAVEM W DALXNEJ�EM� �TO W ZAKONE BOLX�IH �ISEL MOVNO

UBRATX TREBOWANIE O SU�ESTWOWANII WTOROGO MOMENTA� 	 DOSTATO�NO

TOLXKO SU�ESTWOWANIE SREDNEGO� NO DLQ �TOGO MY DOLVNY BUDEM RAZRA�
BOTATX BOLEE SOWER�ENNYJ MATEMATI�ESKIJ APPARAT ANALIZA SHODI�
MOSTI PO WEROQTNOSTI POSLEDOWATELXNOSTEJ SLU�AJNYH WELI�IN� oT�
METIM POKA NESOMNENNU� PRAKTI�ESKU� CENNOSTX USTANOWLENNOGO ZA�
KONA
 PRI NEZAWISIMYH RAWNOTO�NYH NABL�DENIQH NEKOTOROJ POSTOQN�
NOJ �� HARAKTERIZU��EJ SOSTOQNIE ISSLEDUEMOGO OB�EKTA �NAPRIMER�
OB�EGO SODERVANIQ SERY W PARTII DIZELXNOGO TOPLIWA�� ARIFMETI�
�ESKOE SREDNEE Xn REZULXTATOW PARALLELXNYH NABL�DENIJ� OTQG�EN�
NYH SLU�AJNOJ O�IBKOJ S NULEWYM SREDNIM� QWLQETSQ ASIMPTOTI�ES�
KI TO�NOJ OCENKOJ � W TOM SMYSLE� �TO Xn�

P
��

dOKAVEM E�E DWA UTWERVDENIQ� KASA��IESQ SHODIMOSTI PO WERO�
QTNOSTI� KOTORYE OBY�NO NAZYWA�TSQ W MONOGRAFIQH PO TEORII WERO�
QTNOSTEJ TEOREMAMI TIPA sLUCKOGO�

pREDLOVENIE ����� pUSTX POSLEDOWATELXNOSTX SLU�AJNYH WELI�

�IN fXn� n � �g SHODITSQ PO WEROQTNOSTI K SLU�AJNOJ WELI�INE X�
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A POSLEDOWATELXNOSTX SLU�AJNYH WELI�IN f	n� n � �g SHODITSQ PO WE�
ROQTNOSTI K NUL�� tOGDA ��� Xn � 	n�

P
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P
��
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NUL�� KOGDA n�� 
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tEPERX POKAVEM� �TO WTOROE SLAGAEMOE W ��� MOVNO SDELATX MENX�E
L�BOGO 
 � �� DLQ WSEH n � N � N�
�� INYMI SLOWAMI� POKAVEM�
�TO WTOROE SLAGAEMOE TAKVE STREMITSQ K NUL� PRI n � �� s �TOJ

CELX� WWEDEM DWA PROTIWOPOLOVNYH SOBYTIQ fjX j � Ag I fjX j �
Ag� W KOTORYH �ISLO A BUDET WYBRANO W DALXNEJ�EM PO ZADANNOMU 
�
I PREDSTAWIM WTOROE SLAGAEMOE W WIDE

P

�
jX j j 	n j �

�

�

�
� P

��
jX j j 	n j �

�

�

	�
fjX j � Ag

�
�

P

��
jX j j 	n j �

�

�

	�
fjX j � Ag

�
� ���

���



pERWOE SLAGAEMOE W PRAWOJ �ASTI �TOGO PREDSTAWLENIQ NE PREWOS�
HODIT P � jX j � A�� I MY MOVEM WYBRATX A � A�
� PO ZADANNOMU


 NASTOLXKO BOLX�IM� �TO P � jX j � A� � 
��� dLQ WYBRANNOGO TA�
KIM OBRAZOM A� KOTOROE NE ZAWISIT OT n� OCENIM WTOROE SLAGAEMOE W
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�

sLEDUET OBRATITX OSOBOE WNIMANIE NA TO� KAK W IZU�AEMYH NA�
MI WIDAH SHODIMOSTI PO�TI NAWERNOE I PO WEROQTNOSTI IGRAET SU�
�ESTWENNU� ROLX ZADANIE POSLEDOWATELXNOSTEJ SLU�AJNYH WELI�IN

NA EDINOM WEROQTNOSTNOM PROSTRANSTWE ��� A� P �� pO SU�ESTWU� BLI�
ZOSTX �LENOW Xn S BOLX�IMI ZNA�ENIQMI n K IH PREDELU X ZAWISIT

NE STOLXKO OT SOWPADENIQ RASPREDELENIJ Xn I X� SKOLXKO OT BLIZOSTI
FUNKCIJ Xn��� I X���� sEJ�AS MY WWEDEM E�E ODIN WID SHODIMOSTI

SLU�AJNYH WELI�IN� BOLEE SLABYJ� �EM SHODIMOSTX PO WEROQTNOSTI�
I DLQ �TOGO WIDA BLIZOSTX RASPREDELENIJ SLU�AJNYH WELI�IN STA�
NOWITSQ DOMINIRU��EJ� PO SRAWNENI� S BLIZOSTX� IH KAK FUNKCIJ

NA EDINOM PROSTRANSTWE �� W �TOM WIDE SHODIMOSTI SLU�AJNYE WE�
LI�INY� KAK KOMPONENTY NEKOTOROJ POSLEDOWATELXNOSTI� MOGUT BYTX
OPREDELENY DAVE NA RAZNYH PROSTRANSTWAH �LEMENTARNYH ISHODOW�

oPREDELENIE ����� pOSLEDOWATELXNOSTX SLU�AJNYH WELI�IN
fXn� n � �g SHODITSQ K SLU�AJNOJ WELI�INE X SLABO ILI PO RAS�

PREDELENI�� ESLI SOOTWETSTWU��AQ POSLEDOWATELXNOSTX IH FUNKCIJ

RASPREDELENIQ fFn�x�� n � �g SHODITSQ K FUNKCII RASPREDELENIQ F �x�
SLU�AJNOJ WELI�INY X W KAVDOJ TO�KE NEPRERYWNOSTI FUNKCII F �x��
sLABAQ SHODIMOSTX OBOZNA�AETSQ DWOJNOJ STRELKOJ
 Xn 	 X� I

POSKOLXKU RE�X IDET NE STOLXKO O SHODIMOSTI SLU�AJNYH WELI�IN�
SKOLXKO OB IH RASPREDELENIQH� TO ANALOGI�NOE OBOZNA�ENIE SOHRANQ�
ETSQ I DLQ POSLEDOWATELXNOSTI FUNKCIJ RASPREDELENIQ
 Fn 	 F� I
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PRI �TOM GOWORQT� �TO POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ RASPREDELENIQ

fFn� n � �g SLABO SHODITSQ K FUNKCII F �x��

wOZNIKAET ESTESTWENNYJ WOPROS
 PO�EMU W OPREDELENII SLABOJ SHO�
DIMOSTI OGRANI�IWA�TSQ TOLXKO TO�KAMI NEPRERYWNOSTI PREDELXNOJ

FUNKCII F �x�� dELO W TOM� �TO BEZ �TOGO USLOWIQ POSLEDOWATELXNOSTX
fXn� n � �g I� NAPRIMER� �SDWINUTAQ NA BESKONE�NO MALU� WELI�INU

POSLEDOWATELXNOSTX fXn � ��n� n � �g MOGUT IMETX RAZLI�NYE �SLA�
BYE PREDELY� A �TO 	 NEHORO�O�
pRIWEDEM PRIMER POSLEDOWATELXNOSTI SLU�AJNYH WELI�IN� KOTORAQ

SHODITSQ PO RASPREDELENI�� NO NE IMEET PREDELA PO WEROQTNOSTI�

pRIM E R ����� pUSTX � � ��� ��� A 	 BORELEWSKAQ ��ALGEBRA POD�
MNOVESTW �TOGO OTREZKA I P 	 RAWNOMERNOE RASPREDELENIE U��� ���
nA WEROQTNOSTNOM PROSTRANSTWE ��� A� P � WWEDEM POSLEDOWATELXNOSTX
SLU�AJNYH WELI�IN fXn� n � �g� POLAGAQ Xn��� � ����n� ESLI � �
� � ���� I Xn��� � ����n��� ESLI ��� � � � �� wSE SLU�AJNYE WELI�I�
NY POSLEDOWATELXNOSTI IME�T ODNU I TU VE FUNKCI� RASPREDELENIQ

F �x�� OPREDELQEMU� WEROQTNOSTQMI P �Xn � ��� � P �Xn � ��� �
���� TAK �TO fXn� n � �g SHODITSQ PO RASPREDELENI�� oDNAKO �TA

POSLEDOWATELXNOSTX SOSTOIT IZ �EREDU��EJSQ PARY RAZLI�NYH SLU�
�AJNYH WELI�IN
 WSE �LENY POSLEDOWATELXNOSTI S �ETNYMI NOMERAMI

X�k PRINIMA�T ZNA�ENIQ �� PRI � � � � ���� W TO WREMQ KAK SOSEDNIJ
�LEN X�k�� S NE�ETNYM NOMEROM NA �TOM OTREZKE RAWEN 	�� sLEDOWA�
TELXNO� NE SU�ESTWUET SLU�AJNOJ WELI�INY X � X���� � � ��� ��
ODINAKOWO BLIZKOJ PRI BOLX�IH n KO WSEM Xn W SMYSLE MALOSTI WE�
ROQTNOSTI P �jXn �X j � ���
eSTESTWENNO� PREDSTAWLQ�T NESOMNENNYJ INTERES DOSTATO�NYE US�

LOWIQ� PRI WYPOLNENII KOTORYH SLABAQ SHODIMOSTX WLE�ET SHODIMOSTX
PO WEROQTNOSTI� oDNO IZ TAKIH USLOWIJ DAET

pREDLOVENIE ����� eSLI POSLEDOWATELXNOSTX Xn 	 C�const�� TO
Xn�

P
C�

dOK A Z A T E L X S T W O� bUDEM TRAKTOWATX POSTOQNNU� C KAK WY�
ROVDENNU� SLU�AJNU� WELI�INU S FUNKCIEJ RASPREDELENIQ F �x� � �
PRI x � C I F �x� � � PRI x � C� pO USLOWI� PREDLOVENIQ SOOTWET�
STWU��AQ POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ RASPREDELENIQ Fn�x� � F �x�
PRI L�BOM x 
� C� IBO C 	 EDINSTWENNAQ TO�KA RAZRYWA PREDELXNOJ

���



FUNKCII RASPREDELENIQ F �x�� tREBUETSQ POKAZATX� �TO P �jXn�C j �
��� �� KOGDA n��� KAKOWO BY NI BYLO � � ��
wYRAZIM WEROQTNOSTX P �jXn�C j � �� �EREZ FUNKCI� RASPREDELE�

NIQ Fn�x� 


P �jXn � C j � �� � P �Xn � C � �� � P �Xn � C � ��� �

P �Xn � C � �� � �� P �Xn � C � �� �

Fn�C � �� � �� Fn�C � ��� P �Xn � C � ���

tAK KAK C � � I C � � 	 TO�KI NEPRERYWNOSTI FUNKCII F �x�� TO
Fn�C � �� � �� A Fn�C � �� � �� oSTAETSQ POKAZATX� �TO P �Xn �
C � ��� �� iMEEM

� � P �Xn � C � �� � P

�
C �

�

�
� Xn � C �

��

�

�
�

Fn

�
C �

��

�

�
� Fn

�
C �

�

�

�
� ��

POSKOLXKU C � ���� I C � ��� ESTX TO�KI NEPRERYWNOSTI PREDELXNOJ
FUNKCII F �x�� W KOTORYH ONA PRINIMAET ODNO I TO VE ZNA�ENIE ��

tEPERX MY PRISTUPIM K POSTROENI� KRITERIQ SLABOJ SHODIMOSTI�
RAZWIWAQ POPUTNO NOWU� I O�ENX SILXNU� TEHNIKU POSTROENIQ WERO�
QTNOSTNYH MODELEJ�

���



x��� hARAKTERISTI�ESKIE FUNKCII�
tEOREMY EDINSTWENNOSTI I SLOVENIQ

lEKCIQ ��

mY WWEDEM SEJ�AS ODNU IZ INTERESNEJ�IH FUNKCIONALXNYH HA�
RAKTERISTIK SLU�AJNOJ WELI�INY X� KOTORAQ EDINSTWENNYM OBRA�
ZOM OPREDELQET RASPREDELENIE X� s EE POMO�X� MOVNO NAJTI WSE

MOMENTY X BEZ WY�ISLENIQ INTEGRALOW� WY�ISLQQ PROIZWODNYE OT

�TOJ HARAKTERISTIKI� nAKONEC� ONA PREDSTAWLQET UNIWERSALXNYJ IN�
STRUMENT DLQ WYWODA RASPREDELENIJ SUMM NEZAWISIMYH SLU�AJNYH

WELI�IN� PO�TOMU S EE POMO�X� MOVNO PROSTO I BEZ GROMOZDKIH WY�
KLADOK DOKAZYWATX PREDELXNYE TEOREMY TIPA TEH� �TO MY NAZYWALI

INTEGRALXNOJ PREDELXNOJ TEOREMOJ mUAWRA�lAPLASA�

oPREDELENIE ����� hARAKTERISTI�ESKOJ FUNKCIEJ ��t� SLU�AJ�
NOJ WELI�INY X S FUNKCIEJ PLOTNOSTI f�x� PO MERE � NAZYWAETSQ

PREOBRAZOWANIE fURXE�lEBEGA f�x� �

��t� � EeitX �
Z
R
eitxf�x�d��x��

nAPOMNIM� �TO W PREOBRAZOWANIQH fURXE i � MNIMAQ EDINICA� TAK
�TO eitx � cos�tx�	 i sin�tx�� I INTEGRAL� OPREDELQ��IJ ��t� PREDSTAW�
LQET SOBOJ INTEGRAL OT FUNKCII KOMPLEKSNOGO PEREMENNOGO �KRIWOLI�
NEJNYJ INTEGRAL WTOROGO RODA� PO DEJSTWITELXNOJ OSI R����� 	���
hARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ SU�ESTWUET PRI L�BOM RASPREDELE�

NII X� POSKOLXKU j eitx j � 
� OTKUDA

j��t� j �
Z
R
j eitx jf�x�d��x� �

Z
R
f�x�d��x� � 
�

eSLI d��x� � dx � MERA lEBEGA� TO ��t� ESTX OBY�NOE PREOBRAZOWA�
NIE fURXE

��t� �
�Z

��

eitxf�x�dx�

ESLI VE � � S�ITA��AQ MERA� TO ��t� PREDSTAWLQET DISKRETNYJ ANALOG
PREOBRAZOWANIQ fURXE

��t� �
X
x
eitxf�x��

���



rASSMOTRIM NESKOLXKO PRIMEROW PO WY�ISLENI� HARAKTERISTI�ES�
KIH FUNKCIJ IZWESTNYH NAM RASPREDELENIJ�

pRIM E R 
��
 �BINOMIALXNOE RASPREDELENIE B�n� p��� hARAKTERIS�
TI�ESKAQ FUNKCIQ WY�ISLQETSQ PROSTYM SUMMIROWANIEM BINOMIALX�
NOGO RQDA�

��t� � EeitX �
nX

x��

eitxCx
np

x�
� p�n�x �

nX
x��

Cx
n

�
eitp

�x
�
� p�n�x �

�
peit 	 �
� p�

�n
�

pRIM E R 
��� �RASPREDELENIE pUASSONA P����� iSPOLXZUEM IZWEST�
NOE RAZLOVENIE mAKLORENA DLQ POKAZATELXNOJ FUNKCII�

��t� �
�X
x��

eitx�
xe��

x�
� e��

�X
x��

�
�eit

�x
x�

� exp
n
�
�
eit � 


�o
�

pRIM E R 
�� �RAWNOMERNOE RASPREDELENIE U�a� b��� hARAKTERIS�
TI�ESKAQ FUNKCIQ PREDSTAWLQET SOBOJ KRIWOLINEJNYJ INTEGRAL PO

OTREZKU �a� b� DEJSTWITELXNOJ PRQMOJ�

��t� �



b� a

bZ
a

eitxdx �



b� a

Z
�a�b�

eitzdz�

pOSKOLXKU eitz ESTX ANALITI�ESKAQ FUNKCIQ� TO INTEGRAL RAWEN RAZ�
NOSTI ZNA�ENIJ PERWOOBRAZNOJ �TOJ FUNKCII W KONE�NYH TO�KAH OT�
REZKA INTEGRIROWANIQ�

��t� �
eitb � eita

it�b � a�
�

pRIM E R 
��� �POKAZATELXNOE RASPREDELENIE E����� hARAKTERIS�
TI�ESKAQ FUNKCIQ SNOWA PREDSTAWLQETSQ KRIWOLINEJNYM INTEGRALOM

OT ANALITI�ESKOJ FUNKCII� NO NA SEJ RAZ PO BESKONE�NOMU PROMEVUT�
KU ��� �� DEJSTWITELXNOJ PRQMOJ�

��t� �



�

�Z
�

exp
n
itx� x���

o
dx �




�
lim
A��

Z
���A�

exp
n
z�it � ����

o
dz �

���



lim
A��


� expfA�it� ����g

� it�

�

oDNAKO

��� expfA�it� ����g
��� � expf�A���g j expfiAtg j � expf�A���g�

I TAK KAK � � �� TO

lim
A��

expfA�it� ����g � ��

tAKIM OBRAZOM�

��t� �




� it�
�

mOVNO� KONE�NO� OBOJTISX I BEZ �TOJ KOMPLEKSNOJ ZAUMI� A PROSTO
WOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ �JLERA eiz � cos z 	 i sin z I KAKIM�NIBUDX
SPRAWO�NIKOM PO INTEGRALAM �NAPRIMER� RODNYM �dEMIDOWI�EM�� A
LU��E WSEGO SPRAWO�NIKOM PO INTEGRALXNYM PREOBRAZOWANIQM��

pRIM E R 
��� �RASPREDELENIE kO�I C��� 
��� iSPOLXZUQ FORMULU
�JLERA� NAJDEM HARAKTERISTI�ESKU� FUNKCI� STANDARTNOGO �PARA�
METR SDWIGA a � �� PARAMETR MAS�TABA b � 
� RASPREDELENIQ kO�I�

��t� �



�

Z �
��

cos tx	 i sin tx


 	 x�
dx�

iNTEGRAL OT SINUSA �TAK NAZYWAEMOE SINUS�PREOBRAZOWANIE fURXE�
RAWEN NUL�� KAK INTEGRAL OT NE�ETNOJ FUNKCII PO SIMMETRI�NOMU

OTNOSITELXNO NA�ALA KOORDINAT PROMEVUTKU�kOSINUS�PREOBRAZOWANIE
fURXE NAJDEM� WOSPOLXZOWAW�ISX �ETNOSTX� FUNKCII cosx I OTWETOM
K PRIMERU N ��� ZADA�NIKA dEMIDOWI�A�

��t� �
�

�

Z �
�

cos tx


 	 x�
dx � e�j t j�

pRIM E R 
��� �STANDARTNOE NORMALXNOE RASPREDELENIE N��� 
���
rASSUVDAQ TAK VE� KAK I W SLU�AE RASPREDELENIQ kO�I� I ISPOLXZUQ
OTWET K PRIMERU N ���� POLU�AEM

��t� �
�p
��

Z �
�

cos tx exp

��
��

x�

�

��
	 dx � exp

��
��

t�

�

��
	 �

���



hARAKTERISTI�ESKIE FUNKCII RASPREDELENIJ kO�I I NORMALXNO�
GO PRI PROIZWOLXNYH ZNA�ENIQH PARAMETROW MOVNO POLU�ITX PROSTO

LINEJNOJ ZAMENOJ PEREMENNOJ INTEGRIROWANIQ� NO LEGKO WIDETX� �TO
SPRAWEDLIWA OB�AQ FORMULA DLQ SEMEJSTW RASPREDELENIJ� ZAWISQ�IH
OT PARAMETROW SDWIGA I MAS�TABA�

pREDLOVENIE ����� hARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ �X�t� SLU�AJ�
NOJ WELI�INY X OBLADAET SLEDU��IMI SWOJSTWAMI�


�� ���� � 
� j��t� j � 
�

��� �bX�a � eita�X�bt��

�� eSLI X�� � � � � Xn NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI� TO

�Pn

�
Xk
�t� �

nY
�

�Xk
�t��

W �ASTNOSTI� ESLI X�� � � � � Xn NEZAWISIMY I ODINAKOWO RASPREDELENY�

TO

�Pn

�
Xk
�t� � �n

X�
�t��

��� hARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ ��t� RAWNOMERNO NEPRERYWNA NA

WSEJ DEJSTWITELXNOJ OSI R�

��� eSLI SLU�AJNAQ WELI�INA X OBLADAET MOMENTAMI 	k � EXk� k
� 
� � � � � n� TO

	k � i�k�	k
���

I DLQ HARAKTERISTI�ESKOJ FUNKCII SPRAWEDLIWO RAZLOVENIE tEJLORA

��t� � 
 	
nX

k��

�it�k

k�
	k 	 o�tn�� t� ��

dOK A Z A T E L X S T W O� 
�� �TO SWOJSTWO� PO SU�ESTWU� BYLO USTANOW�
LENO SRAZU VE POSLE OPREDELENIQ HARAKTERISTI�ESKOJ FUNKCII� KOGDA
MY RASSUVDALI O EE SU�ESTWOWANII�

��� pO OPREDELENI� HARAKTERISTI�ESKOJ FUNKCII

�bX�a�t� � Eeit	bX�a
 � eitaEeibtX � eita�X�bt��

���



�� oPQTX RABOTAEM S OPREDELENIEM HARAKTERISTI�ESKOJ FUNKCII�

�Pn

�
Xk
�t� � E exp

��
�it

nX
�

Xk

��
	 � E

nY
�

eitXk �
nY
�

EeitXk �
nY
�

�Xk
�t��

eSTESTWENNO� ESLI X�� � � � � Xn ODINAKOWO RASPREDELENY� TO PROIZWE�
DENIE W PRAWOJ �ASTI POSLEDNEGO RAWENSTWA SOSTOIT IZ ODINAKOWYH

SOMNOVITELEJ I MY POLU�AEM �n
X�
�t��

��� tREBUETSQ DOKAZATX� �TO supt�R j��t 	 h� � ��t� j � �� KOGDA
h� �� oCENIM PRIRA�ENIE HARAKTERISTI�ESKOJ FUNKCII�

j��t 	 h�� ��t� j �
�������
�Z

��

�
ei	t�h
x � eitx

�
f�x�d��x�

������� �
�Z

��

j eitx jj eihx � 
 jf�x�d��x� �
�Z

��

r
�coshx � 
�� 	 sin� hxf�x�d��x� �

�Z
��

q
��
� coshx�f�x�d��x��

tAK KAK � � 
�coshx � 
� TO POSLEDNIJ INTEGRAL SHODITSQ RAWNOMER�
NO �PRIZNAK wEJER�TRASSA� I MOVNO PEREHODITX K PREDELU PRI h� �
POD ZNAKOM INTEGRALA� nO

lim
h��

�
� coshx� � ��

KAKOWO BY NI BYLO x � R� sLEDOWATELXNO�

lim
h��

�Z
��

q
��
� coshx�f�x�d��x� � ��

OTKUDA

lim
h��

sup
t�R

j��t	 h�� ��t� j � ��

��� fORMALXNOE DIFFERENCIROWANIE k RAZ POD ZNAKOM INTEGRALA

W FORMULE� OPREDELQ��EJ HARAKTERISTI�ESKU� FUNKCI�� PRIWODIT
NAS K SOOTNO�ENI�

�	k
�t� � ik
�Z

��

xkeitxf�x�d��x��

���



eSLI k�YJ MOMENT 	k SU�ESTWUET� TO �NAPOMNIM� j eitxj � 
�
�������
�Z

��

xkeitxf�x�d��x�

������� �
�Z

��

jx jkf�x�d��x� 
��

POSKOLXKU SU�ESTWOWANIE INTEGRALA lEBEGA OT FUNKCII WLE�ET EGO

SU�ESTWOWANIE OT MODULQ �TOJ FUNKCII� tAKIM OBRAZOM� W SILU PRI�
ZNAKA wEJER�TRASSA� INTEGRAL SHODITSQ RAWNOMERNO� FORMALXNOE DIF�
FERENCIROWANIE POD ZNAKOM INTEGRALA OPRAWDANO� I MY POLU�AEM IS�
KOMU� FORMULU DLQ WY�ISLENIQ MOMENTOW SLU�AJNOJ WELI�INY X�
POLAGAQ t � � � �	k
��� � ik	k�
iTAK� SU�ESTWOWANIE MOMENTA k�GO PORQDKA WLE�ET SU�ESTWOWANIE

k�OJ PROIZWODNOJ W TO�KE t � � FUNKCII ��t�� eSLI SU�ESTWUET n
MOMENTOW� TO MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ FORMULOJ tEJLORA I POLU�ITX
ASIMPTOTI�ESKOE �t� �� RAZLOVENIE HARAKTERISTI�ESKOJ FUNKCII�

��t� �
nX

k��

�	k
���

k�
tk 	 o�tk� � 
 	

nX
k��

�it�k

k�
	k 	 o�tk��

iSPOLXZUQ SWOJSTWO ��� LEGKO NAHODIM HARAKTERISTI�ESKU� FUNK�
CI� RASPREDELENIJ C�a� b� I N��� ����
eSLI X � C��� 
�� TO bX	a � C�a� b�� I HARAKTERISTI�ESKAQ FUNK�

CIQ RASPREDELENIQ kO�I S PLOTNOSTX�

f�x� �



�b�
 	 ��x � a��b���

RAWNA �SM� PRIMER 
���� �bX�a�t� � expfiat� bj t jg� aNALOGI�NO� ESLI
X � N��� 
�� TO �X 	 � � N��� ���� I HARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ

NORMALXNOGO RASPREDELENIQ S PLOTNOSTX�

f�x� �

p
��

exp

��
��

�x � ���

���

��
	

RAWNA �SM� PRIMER 
���� ��X���t� � exp
n
i�t� ��t���

o
�

lEKCIQ ��

iZ WSEH SWOJSTW HARAKTERISTI�ESKOJ FUNKCII� USTANOWLENNYH W

PREDLOVENII 
��
� NAIBOLEE PRIWLEKATELXNYM KAVETSQ SWOJSTWO ��

���



POZWOLQ��EE NAHODITX HARAKTERISTI�ESKU� FUNKCI� SUMMY NEZAWI�
SIMYH SLU�AJNYH WELI�IN PO HARAKTERISTI�ESKIM FUNKCIQM SLAGAE�
MYH � OTKRYWA�TSQ NOWYE WOZMOVNOSTI W POSTROENII WEROQTNOSTNYH
MODELEJ� nO PRI �TOM WOZNIKAET ESTESTWENNYJ WOPROS� SU�ESTWUET
LI WZAIMNO ODNOZNA�NOE SOOTWETSTWIE MEVDU HARAKTERISTI�ESKIMI

FUNKCIQMI I FUNKCIQMI RASPREDELENIQ �ILI PLOTNOSTI�� iZ KURSA
MATEMATI�ESKOGO ANALIZA MY ZNAEM� �TO NA KAVDOE PREOBRAZOWANIE
fURXE

��t� �
�Z

��

eitxf�x�dx

SU�ESTWUET OBRATNOE PREOBRAZOWANIE

f�x� �



��

�Z
��

e�itx��t�dt� �
�

HOTQ� NASKOLXKO MNE IZWESTNO� DOKAZATELXSTWA �TOJ FORMULY OBRA�E�
NIQ WAM NE DAWALOSX� tEM NE MENEE� INFORMACI� O SPRAWEDLIWOSTI

TEOREMY EDINSTWENNOSTI WY POLU�ILI� I MY TEPERX WOSPOLNIM PRO�
BEL W WA�EM OBRAZOWANII� DOKAZAW ANALOGI�NU� TEOREMU DLQ BOLEE

OB�EGO PREOBRAZOWANIQ fURXE�lEBEGA�

tEOREMA ����� �FORMULA OBRA�ENIQ lEWI�� eSLI F �x� � FUNKCIQ

RASPREDELENIQ S�W� X� A ��t� � EE HARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ� TO

DLQ L�BYH TO�EK NEPRERYWNOSTI x I y FUNKCII F �x� IMEET MESTO

FORMULA OBRA�ENIQ

F �y�� F �x� �



��
lim
A��

AZ
�A

e�itx � e�ity

it
��t�dt� ���

dOK A Z A T E L X S T W O� zAMETIM SNA�ALA� �TO PRAWAQ �ASTX FORMULY
OBRA�ENIQ ��� PREDSTAWLQET SOBOJ NESOBSTWENNYJ INTEGRAL W SMYSLE
GLAWNOGO ZNA�ENIQ� TAK KAK ��t��t MOVET OKAZATXSQ NEINTEGRIRUEMOJ
FUNKCIEJ� eSLI SU�ESTWUET f�x� � dF �x��dx I HARAKTERISTI�ESKAQ

FUNKCIQ ��t� INTEGRIRUEMA� TO ��� NETRUDNO POLU�ITX IZ FORMULY
OBRA�ENIQ PREOBRAZOWANIQ fURXE �
� PROINTEGRIROWAW OBE �ASTI �
�
W PREDELAH OT x DO y�
oBRATIMSQ TEPERX NEPOSREDSTWENNO K DOKAZATELXSTWU FORMULY ����

DLQ �EGO RASSMOTRIM PRI y � x INTEGRAL

JA �



��

AZ
�A

e�itx � e�ity

it
��t�dt �




��

AZ
�A

dt
�Z

��

eit	u�x
 � eit	u�y


it
f�u�d��u��

���



W KOTOROM ��t� ZAMENENA NA OPREDELQ��IJ EE INTEGRAL� lEGKO WIDETX�
�TO PRI FIKSIROWANNYH x I y PODYNTEGRALXNAQ FUNKCIQ

eit	u�x
 � eit	u�y


t

W OBLASTI ju j 
 �� j t j 
 � NEPRERYWNA I OGRANI�ENA� PO�TOMU
MOVNO IZMENITX PORQDOK INTEGRIROWANIQ�

JA �



��

�Z
��



��

AZ
�A

eit	u�x
 � eit	u�y


it
dt


�� f�u�d��u��

pREOBRAZUEM WNUTRENNIJ INTEGRAL IA W PREDELAH OT �A DO A� DLQ
�EGO PREDSTAWIM EGO W WIDE SUMMY INTEGRALOW PO OTREZKAM ��A� � �
I � �� A � I W INTEGRALE PO OTREZKU ��A� � � SDELAEM ZAMENU t NA �t� w
REZULXTATE POLU�IM

IA �
AZ
�



� eit	u�x
 � e�it	u�x


it
� eit	u�y
 � e�it	u�y


it


� dt �

�
AZ
�



� sin�t�u � x��

t
� sin�t�u � y��

t


� dt�

POSKOLXKU �FORMULA �JLERA� �eiz � e�iz���i � sinz�
wY�ISLQQ INTEGRAL dIRIHLE

�Z
�

sin�	t�

t
dt �

�

�
sgn	�

POLU�AEM SLEDU��EE WYRAVENIE DLQ PRAWOJ �ASTI ����




�

�Z
��

� sgn�u� x�� sgn�u � y� �f�u�d��u��

pREDSTAWIM POSLEDNIJ INTEGRAL W WIDE SUMMY TREH INTEGRALOW

PO OTREZKAM ���� x �� �x� y � I � y� ��� NA KOTORYH� SOOTWETSTWENNO�
sgn�u�x� � sgn�u�y� � �
� sgn�u�x� � �sgn�u�y� � 	
� sgn�u�x� �
sgn�u� y� � 
� tOGDA �TOT INTEGRAL� A SLEDOWATELXNO� I PRAWAQ �ASTX
���� PRINIMAET OKON�ATELXNYJ WID

yZ
x

f�u�d��u� � F �y�� F �x��

�	




USTANAWLIWA��IJ SPRAWEDLIWOSTX FORMULY OBRA�ENIQ ����

iTAK� TEPERX MOVNO NE SOMNEWATXSQ� �TO� POLU�IW KAKIM�LIBO SPO�
SOBOM HARAKTERISTI�ESKU� FUNKCI� NABL�DAEMOJ SLU�AJNOJ WELI�
�INY X� MY� PO SUTI DELA� UVE POSTROILI WEROQTNOSTNU� MODELX� I
OSTAETSQ TOLXKO� ISPOLXZUQ FORMULU ���� NAJTI FUNKCI� RASPREDE�
LENIQ X� pROILL�STRIRUEM �TOT METOD POSTROENIQ MODELI NA ODNOJ

IZ CENTRALXNYH ZADA� TEORII WOSSTANOWLENIQ� IME��EJ BOLX�IE

PRIMENENIQ W PRAKTIKE I TEORII NADEVNOSTI SISTEM� PODWERGAEMYH W
PROCESSE IH �KSPLUATACII REMONTU �WOSSTANOWLENI��� PROFILAKTIKE
I REZERWIROWANI� KOMPONENT S WYSOKOJ �ASTOTOJ OTKAZA�

gAMMA�RASPREDELENIE G��� ��� rASSMATRIWAETSQ SISTEMA� DOL�
GOWE�NOSTX KOTOROJ OPREDELQETSQ MOMENTOM OTKAZA X� EE OTDELXNOGO

�LEMENTA� pREDPOLOVIM� �TO X� � E���� TO ESTX FUNKCIONIROWANIE
�LEMENTA PROTEKAET W RAMKAH POSTULATA �OTSUTSTWIE POSLEDEJSTWIQ��
sISTEMA IMEET REZERW� SOSTOQ�IJ IZ n�
 TAKIH VE �LEMENTOW� I PRI
OTKAZE RABOTA��EGO �LEMENTA MGNOWENNO PODKL��AETSQ ZAPASNOJ� tA�
KIM OBRAZOM� OB�AQ DOLGOWE�NOSTX SISTEMY OPREDELQETSQ REALIZACI�
EJ SLU�AJNOJ WELI�INY X �

Xn

� Xi� W KOTOROJ SLAGAEMYE NEZAWISIMY
I ODINAKOWO RASPREDELENY PO POKAZATELXNOMU ZAKONU E��� S HARAKTE�
RISTI�ESKOJ FUNKCIEJ �SM� PRIMER 
���� ���t� � �
� i�t����
w SILU PUNKTA � PREDLOVENIQ 
��
 HARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ

X RAWNA ��t� � �
� i�t��n� pRIMENQQ OBRATNOE PREOBRAZOWANIE fURXE
K ��t� �SOWETU� WOSPOLXZOWATXSQ SPRAWO�NIKOM � TAKIE INTEGRALY NA

NA�EM BOGOUGODNOM FAKULXTETE S�ITATX TEPERX NE U�AT�� POLU�AEM
FUNKCI� PLOTNOSTI RASPREDELENIQ DOLGOWE�NOSTI

f�x� � f�x jn� �� � 


�n� 
���n
xn�� exp

�
�x
�

�
� x � ��

�ESTESTWENNO� f�x� � � PRI x � ���
kAK BUDET WIDNO W DALXNEJ�EM� POLU�ENNOE RASPREDELENIE DOLGO�

WE�NOSTI S ZAMENOJ CELO�ISLENNOGO PARAMETRA n NA PROIZWOLXNYJ PO�
LOVITELXNYJ PARAMETR � OPISYWAET DOLGOWE�NOSTX NE TOLXKO REZER�
WIROWANNYH �ILI WOSSTANAWLIWAEMYH PRI OTKAZE� SISTEM� NO I DOLGO�
WE�NOSTX SISTEM� PODWERVENNYH IZNOSU� STARENI�� NAKOPLENI� USTA�
LOSTI� W OB�EM� WSEMU TOMU� �TO POSTEPENNO NAKAPLIWAETSQ� A POTOM
PRIWODIT K �GIBELI�� w SWQZI S �TIMI ZAME�ANIQMI MY OPREDELQEM

�	�



GAMMA�RASPREDELENIE G��� �� POSREDSTWOM FUNKCII PLOTNOSTI

f�x j�� �� � 


������
x��� exp

�
�x
�

�
� x � �� � � �� � � ��

GDE

���� �
�Z
�

x���e�xdx

� GAMMA�FUNKCIQ �JLERA�
sEMEJSTWO DWUHPARAMETRI�ESKIH GAMMA�RASPREDELENIJ fG��� ���

��� �� � R� �R�g SODERVIT� KAK �ASTNYJ SLU�AJ� POKAZATELXNOE RAS�
PREDELENIE �� � 
�� gAMMA�RASPREDELENIE UNIMODALXNO� ESLI � � 
�
TO modX � �� A PRI � � 
 MODA modX � ���� 
��

u GAMMA�RASPREDELENIQ SU�ESTWU�T MOMENTY L�BOGO PORQDKA�

	k � EXk �



������

�Z
�

x��k�� exp
�
�x
�

�
dx �

���	 k����k

������
� ���� 
� � � � ��� k 	 
��k�

w �ASTNOSTI� EX � ��� DX � ����

tEPERX� ISPOLXZUQ APPARAT HARAKTERISTI�ESKIH FUNKCIJ� MY MO�
VEM SOSTAWITX KATALOG IZU�ENNYH NAMI RASPREDELENIJ� DLQ KOTORYH
SPRAWEDLIWA TEOREMA SLOVENIQ�

pREDLOVENIE ����� pUSTX X�� � � � � Xn NEZAWISIMY I Sn �
Xn

� Xk�
tOGDA�


� ESLI Xk � B�mk� p �� k � 
� � � � � n� TO Sn � B�
Xn

� mk� p ��

�		



�� ESLI Xk � P��k �� k � 
� � � � � n� TO Sn � P�
Xn

� �k ��

� ESLI Xk � C� ak� bk �� k � 
� � � � � n� TO Sn � C�
Xn

� ak�
nX
�

bk ��

�� ESLI Xk � N��k� �
�
k �� k � 
� � � � � n� TO Sn � N�

Xn

� �k�
nX
�

��
k ��

�� ESLI Xk � G��k� � �� k � 
� � � � � n� TO Sn � G�
Xn

� �k� � ��

dOK A Z A T E L X S T W O� sLEDU��AQ TABLICA HARAKTERISTI�ESKIH

FUNKCIJ OTDELXNYH SLAGAEMYH Xk I SUMMY Sn USTANAWLIWAET SPRA�
WEDLIWOSTX WSEH UTWERVDENIJ PREDLOVENIQ�


� B�m� p� �

�Xk
�t� �

�
peit 	 
� p

�mk � �Sn�t� �
�
peit 	 
� p

�Xn

� mk �

�� P��� �
�Xk

�t� � exp
n
�k�e

it � 
�
o
� �Sn�t� � exp

nXn

� �k�e
it � 
�

o
�

� C�a� b� �
�Xk

�t� � exp fitak � j t jbkg � �Sn�t� � exp
n
it
Xn

� ak � j t jXn

� bk
o
�

�� N��� ��� �

�Xk
�t� � exp

�
it�k � t�

� �
�
k

�
� �Sn�t� � exp

�
it
Pn

� �k � t�

�

Xn

� �
�
k

�
�

�� G��� �� �

�Xk
�t� � �
� i�t���k � �Sn�t� � �
� i�t��

Xn

� �k �

nESKOLXKO SLOW O HARAKTERISTI�ESKOJ FUNKCII MNOGOMERNOGO RAS�
PREDELENIQ� eSLI X	n
 � �X�� � � � � Xn� � SLU�AJNYJ WEKTOR S FUNKCI�
EJ PLOTNOSTI fn�x

	n
� � fn�x�� � � � � xn� PO MERE d�n�x
	n
� � d���x�� � � �

� � � d�n�xn�� TO HARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ OPREDELQETSQ KAK

n�MERNOE PREOBRAZOWANIE fURXE�lEBEGA

�n�t
	n
� � E exp

n
i
�
t	n
� X	n


�o
�
Z
Rn

exp

��
�i

nX
�

tkxk

��
	 fn�x	n
�d�n�x	n
��

�	�



o�ENX PROSTO� PO PRQMOJ ANALOGII S BINOMIALXNYM RASPREDELENI�
EM� NAHODITSQ HARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ MULXTINOMIALXNOGO RAS�
PREDELENIQ� I STOLX VE PROSTO� ESLI WOSPOLXZOWATXSQ OTWETOM K ZADA�
�E N ���� IZ dEMIDOWI�A� HARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ n�MERNOGO
NORMALXNOGO RASPREDELENIQ N��� �� �

�n�t
	n
� � exp

��
�i

nX
�

�ktk � 


�

X
��j�k�n

�jktjtk

��
	 �

dLQ MNOGOMERNOJ HARAKTERISTI�ESKOJ FUNKCII TAKVE SPRAWEDLI�
WY TEOREMY EDINSTWENNOSTI I UTWERVDENIQ� ANALOGI�NYE PREDLOVE�
NI� 
��
�iSPOLXZUQ APPARAT MNOGOMERNYH HARAKTERISTI�ESKIH FUNK�
CIJ� MOVNO POKAZATX� �TO DLQ MULXTINOMIALXNOGO I MNOGOMERNOGO

NORMALXNOGO RASPREDELENIJ SPRAWEDLIWY TEOREMY SLOVENIQ� I DO�
KAZATX SLEDU��EE UDIWITELXNOE SWOJSTWO MNOGOMERNOGO NORMALXNO�
GO RASPREDELENIQ� L�BOE LINEJNOE PREOBRAZOWANIE Y 	m
 � AX	n
 �S
MATRICEJ A RAZMERNOSTI n�m� SLU�AJNOGO WEKTORA X	n
 � N��� ��
DAET SLU�AJNYJ WEKTOR� IME��IJ m�MERNOE NORMALXNOE RASPREDELE�
NIE SO SREDNIM �A I KOWARIACIONNOJ MATRICEJ A�A��

�	�



x��� hARAKTERISTI�ESKIE FUNKCII�
kRITERIJ SLABOJ SHODIMOSTI

lEKCIQ �����

sLEDU��AQ TEOREMA DAET UDOBNYJ KRITERIJ SLABOJ SHODIMOSTI

RASPREDELENIJ SLU�AJNYH WELI�IN�

tEOREMA ����� pUSTX f�n� n � �g � POSLEDOWATELXNOSTX HARAK�

TERISTI�ESKIH FUNKCIJ I fFn� n � �g � POSLEDOWATELXNOSTX SOOTWET�

STWU��IH FUNKCIJ RASPREDELENIJ� eSLI PRI L�BOM FIKSIROWANNOM

t � R POSLEDOWATELXNOSTX HARAKTERISTI�ESKIH FUNKCIJ SHODITSQ K

NEKOTOROJ NEPRERYWNOJ W TO�KE t � � FUNKCII ��t�� TO �� � � ESTX HA�
RAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ NEKOTOROJ SLU�AJNOJ WELI�INY X S FUNK�

CIEJ RASPREDELENIQ F � � � I Fn � F � oBRATNO� ESLI Fn � F I F � � �
ESTX FUNKCIQ RASPREDELENIQ� TO �n�t�� ��t� PRI L�BOM t � R I �� � �
� HARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ SLU�AJNOJ WELI�INY X S FUNKCIEJ

RASPREDELENIQ F � � ��

dOKAZATELXSTWO �TOJ TEOREMY �W MONOGRAFIQH PO TEORII WEROQT�
NOSTEJ ONA OBY�NO NAZYWAETSQ TEOREMOJ NEPRERYWNOSTI DLQ POSLE�
DOWATELXNOSTEJ HARAKTERISTI�ESKIH FUNKCIJ� OSNOWANO NA RQDE WSPO�
MOGATELXNYH UTWERVDENIJ O SLABOJ SHODIMOSTI FUNKCIJ RASPREDELE�
NIJ�

lEMMA ����� wSQKAQ POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ RASPREDELENIQ

fFn� n � �g SODERVIT PODPOSLEDOWATELXNOSTX fFnk � k � �g� SLABO
SHODQ�U�SQ K NEKOTOROJ OGRANI�ENNOJ NEUBYWA��EJ I NEPRERYWNOJ

SLEWA FUNKCII F � � �� T�E� Fnk�x� �� F �x� PRI k �� W L�BOJ TO�KE

x NEPRERYWNOSTI FUNKCII F � � ��

zAME�ANIE ����� eSLI POSLEDOWATELXNOSTX fFn�x�� n � �g SHO�
DITSQ W KAVDOJ TO�KE x� TO PREDELXNAQ FUNKCIQ F �x�� x � R MOVET

I NE BYTX FUNKCIEJ RASPREDELENIQ� HOTQ� O�EWIDNO� F � � � NE UBYWAET
I EE IZMENENIE NA R 	 varF � supxF �x� � infxF �x� � �� IBO TAKOWY
FUNKCII RASPREDELENIQ Fn� � �� n � �� 
� � � � pRIMER TAKOJ POSLEDOWA�
TELXNOSTI DA�T FUNKCII Fn� � � RAWNOMERNYH RASPREDELENIJ NA OT�
REZKAH �n� n  � �� n � �� 
� � � � � pOSKOLXKU Fn�x� � � PRI x � n� TO
DLQ L�BOGO x � R SU�ESTWUET TAKOE N �DOSTATO�NO WZQTX N BOLX�E

x�� �TO Fn�x� � � DLQ WSEH n � N � sLEDOWATELXNO� Fn�x� � F �x� 	 �
I varF � ��

���



dOK A Z A T E L X S T W O L EMMY ����� nA�NEM S WYBORA PODPOSLE�
DOWATELXNOSTI fFnk � k � �g� KOTORAQ SHODITSQ SLABO K NEKOTOROMU

PREDELU F� OBLADA��EMU UKAZANNYMI SWOJSTWAMI�
pUSTX D � frn� n � �g � S�ETNOE WS�DU PLOTNOE W R MNOVESTWO�

NAPRIMER� MNOVESTWO RACIONALXNYH �ISEL� �ISLOWAQ POSLEDOWATELX�
NOSTX fFn�r��� n � �g OGRANI�ENA� I PO�TOMU SODERVIT SHODQ�U�SQ

PODPOSLEDOWATELXNOSTX fF�n�r��� n � �g� pUSTX F��r�� � PREDEL �TOJ

PODPOSLEDOWATELXNOSTI� rASSMOTRIM TEPERX POSLEDOWATELXNOSTX �I�
SEL fF�n�r��� n � �g� ONA TAKVE SODERVIT SHODQ�U�SQ PODPOSLEDOWA�
TELXNOSTX fF�n�r��� n � �g S NEKOTORYM PREDELOM F��r��� PRI�EM

lim
n��

F�n�r�� � F��r���

IBO fF�n�r��� n � �g � PODPOSLEDOWATELXNOSTX SHODQ�EJSQ K F��r�� PO�
SLEDOWATELXNOSTI fF�n�r��� n � �g� tO�NO TAK VE POSLEDOWATELXNOSTX
fF�n�r��� n � �g SODERVIT PODPOSLEDOWATELXNOSTX fF�n�r��� n � �g S
PREDELOM F��r��� PRI�EM

lim
n��

F�n�r�� � F��r��� lim
n��

F�n�r�� � F��r���

IBO fF�n�r��� n � �g 
 fF�n�r��� n � �g 
 fF�n�r��� n � �g � INDEKSY
KAVDOJ POSLEDU��EJ PODPOSLEDOWATELXNOSTI WYBIRALISX IZ MNOVES�
TWA INDEKSOW PREDYDU�EJ� pRODOLVAQ �TOT PROCESS� MY UBEVDAEMSQ�
�TO DLQ L�BOGO k � � �ISLO Fk�rk� ESTX OB�IJ PREDEL WSEH POSLEDOWA�
TELXNOSTEJ fFjn�rk�� n � �g� j � k� k�� � � � � PRI�EM KAVDAQ POSLEDU�
��AQ POSLEDOWATELXNOSTX ESTX PODPOSLEDOWATELXNOSTX PREDYDU�EJ�
rASSMOTRIM DIAGONALXNU� POSLEDOWATELXNOSTX fFnn�rk�� n � �g�

zA ISKL��ENIEM PERWYH k� � �LENOW EE POSLEDU��IE �LENY WYBIRA�
�TSQ PO ODNOMU IZ RASSMOTRENNYH WY�E POSLEDOWATELXNOSTEJ� SLEDO�
WATELXNO�

lim
n��

Fnn�rk� � Fk�rk��

tEM SAMYM DLQ WSEH x � D OPREDELENA NEUBYWA��AQ FUNKCIQ F��x��
RAWNAQ Fk�rk�� ESLI x � rk� I

lim
n��

Fnn�x� � F��x�� �x � D�

fUNKCIQ F�� � � OGRANI�ENA I NE UBYWAET NA D� IBO �TIMI SWOJSTWA�
MI OBLADAET KAVDYJ �LEN POSLEDOWATELXNOSTI fFnn� n � �g� tEPERX
OPREDELIM F �x� PRI L�BOM x � R� POLAGAQ

F �x� � sup
r�x� r�D

F��r��

���



pOKAVEM� �TO F � � � � ISKOMAQ FUNKCIQ� TO ESTX ONA ��� NE UBYWAET�
�
� NEPRERYWNA SLEWA I ���Fnn�x� � F �x� W KAVDOJ TO�KE x NEPRERYW�
NOSTI FUNKCII F �

��� mONOTONNOSTX F SLEDUET IZ ANALOGI�NOGO SWOJSTWA F�	 ESLI
x � y� TO

F �x� � sup
r�x

F��r� � sup
r�y

F��r� � F �y��

�
� nEPRERYWNOSTX SLEWA FUNKCII F W L�BOJ TO�KE x � R WYTEKAET

IZ OPREDELENIQ TO�NOJ WERHNEJ GRANI I MONOTONNOSTI FUNKCIJ F I

F�� tREBUETSQ DOKAZATX� �TO DLQ L�BYH � � � I x � R SU�ESTWUET

TAKOE y� � y���� x� � x� �TO � � F �x� � F �y� � � PRI L�BOM y �
�y�� x�� pO OPREDELENI� SUPREMUMA SU�ESTWUET TAKAQ WOZRASTA��AQ

�SUPREMALXNAQ� POSLEDOWATELXNOSTX frk� k � �g � D� �TO rk � x PRI

�k � �� 
� � � � I
lim
k
 F��rk� � F �x��

sLEDOWATELXNO� SU�ESTWUET TAKOE K � K���� �TO PRI �k � K WY�
POLNQETSQ NERAWENSTWO � � F �x� � F��rk� � �� nO DLQ L�BOGO y � rK
IMEET MESTO NERAWENSTWO F��rK� � supr�y F��r� � F �y�� I PO�TOMU

� � F �x� � F �y� � �� KAKOWO BY NI BYLO y � rK � y�� iTAK� F NEPRE�
RYWNA SLEWA�

��� pOKAVEM TEPERX� �TO Fnn � F� TO ESTX W L�BOJ FIKSIROWANNOJ
TO�KE x NEPRERYWNOSTI FUNKCII F � � �� NA�INAQ S NEKOTOROGO n� WY�
POLNQETSQ NERAWENSTWO jFnn�x��F �x�j � �� KAKOWO BY NI BYLO NAPERED

ZADANNOE �ISLO � � ��
nA�NEM S TOGO� �TO W SILU TOLXKO �TO USTANOWLENNOJ NEPRERYW�

NOSTI SLEWA FUNKCII F � � � PO ZADANNOMU � WSEGDA MOVNO PODOBRATX
TAKIE x�� x�� � R I r�� r�� � D� �TO x� � r� � x � r�� � x��� I PRI �TOM

� � F �x���� F �x� � ��
 I � � F �x�� F �x�� � ��
�
tAK KAK Fnn�r� � F��r� PRI �r � D� TO� NA�INAQ S NEKOTOROGO

n � N���� WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO jFnn�r� � F��r� j � ��
� I PO�TO�
MU Fnn�x� � F �x� � Fnn�r

��� � F �x� � �Fnn�r
��� � F��r

��� �  �F��r
��� �

F �x� � � ��
  F��r
��� � F �x� � A TAKVE F �x� � Fnn�x� � F �x� �

Fnn�r
�� � �F �x� � F��r

�� �  �F��r
�� � Fnn�r

�� � � F �x� � F��r
��  ��
�

dLQ DOKAZATELXSTWA SHODIMOSTI Fnn�x� K F �x� DOSTATO�NO POKAZATX�
�TO F��r

��� � F �x���� A F��r
�� � F �x��� A ZATEM WOSPOLXZOWATXSQ NE�

RAWENSTWOM F �x��� � F �x� � ��
� nO �TO PO�TI O�EWIDNO� POSKOLXKU

���



WYPOLNQ�TSQ STROGIE NERAWENSTWA x� � r� I r�� � x��� dEJSTWITELXNO�

F��r
��� � sup

r�x��

F��r� � F �x���

I� ANALOGI�NO�

F��r
�� � sup

r�r�

F��r� � F �r�� � F �x���

sLEDOWATELXNO� F��r
��� � F �x� � F �x���� F �x� � ��
 I F �x� � F��r

�� �
F �x� � F �x�� � ��
� OTKUDA �� � Fnn�x� � F �x� � ��

uSLOWIMSQ� NA�INAQ S �TOGO MOMENTA� ZAPISYWATX INTEGRAL lEBEGA
Z
B
g�x�dP �x�� B � B

PO WEROQTNOSTNOJ MERE P NA BORELEWSKOJ PRQMOJ �R� B� KAK
Z
B
g�x�dF �x��

ISPOLXZUQ TEM SAMYM WMESTO P FUNKCI� RASPREDELENIQ F� KOTORAQ� W
SILU TEOREMY ���� ODNOZNA�NO OPREDELQET RASPREDELENIE WEROQTNOSTEJ
P�

lEMMA ����� dLQ TOGO� �TOBY POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ RAS�

PREDELENIJ fFn� n � �g SLABO SHODILASX K NEKOTOROJ FUNKCII RAS�

PREDELENIQ F � � �� NEOBHODIMO I DOSTATO�NO� �TOBY DLQ L�BOJ NEPRE�

RYWNOJ I OGRANI�ENNOJ FUNKCII g�x�� x � R

lim
n��

Z
R
g�x�dFn�x� �

Z
R
g�x�dF �x�� ���

dOK A Z A T E L X S T W O� nEOBHODIMOSTX� oCENIM RAZNOSTX

�n �
����
Z �
��

g�x�dF �x� �
Z �
��

g�x�dFn�x�
����

I POKAVEM� �TO �n MOVNO SDELATX SKOLX UGODNO MALYM� WYBIRAQ DO�
STATO�NO BOLX�OE n� ESLI Fn � F�
zADADIMSQ NEKOTORYM � � � I WYBEREM NA OSI R TAKIE TO�KI a I b�

�TOBY F �x� BYLA NEPRERYWNOJ W a I b I �TOBY F �a� � � I ��F �b� � ��
pOSKOLXKU Fn � F� TO

lim
n��

Fn�a� � F �a�� lim
n��

Fn�b� � F �b�

���



I� SLEDOWATELXNO�

Fn�a� � F �a�  �� Fn�b� � F �b� � �� �
�

NA�INAQ S NEKOTOROGO n � N����
rAZOBXEM KAVDYJ IZ INTEGRALOW� U�ASTWU��IH W OPREDELENII �n�

NA SUMMU TREH INTEGRALOW PO PROMEVUTKAM ���� a �� � a� b �� � b� ���
tOGDA �n � ��n ��n ��n� GDE

��n �
����
Z a

��
gdF �

Z a

��
gdFn

���� � ��n �

�����
Z b

a
gdF �

Z b

a
gdFn

����� �

��n �
����
Z �
b

gdF �
Z �
b

gdFn

���� �
pOLOVIMM � supx j g�x� j �� �NAPOMNIM� FUNKCIQ g OGRANI�ENA�

I OCENIM ��n I ��n� iSPOLXZUQ �
�� POLU�AEM

��n �
aZ

��

j g jdF
aZ

��

j g jdFn �M�F �a�Fn�a�� �M�
F �a��� � �M��

��n �
Z �
b
j g jdF 

Z �
b
j g jdFn �M��� F �b�  �� Fn�b�� � �M��

IBO F �a� � � I � � F �b� � �� tAKIM OBRAZOM� ��n I ��n STREMQTSQ

K NUL� S ROSTOM n� pOKAVEM� �TO ANALOGI�NOE ZAKL��ENIE MOVNO

SDELATX OTNOSITELXNO ��n�
rAZOBXEM OTREZOK � a� b � NA N �ASTEJ TO�KAMI x�� � � � � xN��� WYBRAW

IH TAK� �TOBY ONI OKAZALISX TO�KAMI NEPRERYWNOSTI F � � � ��TO WOZ�
MOVNO W SILU IZWESTNOGO SWOJSTWA FUNKCII RASPREDELENIQ	 ONA IMEET
NE BOLEE �EM S�ETNOE MNOVESTWO SKA�KOW� I PO�TOMU NE MOVET BYTX

CELOGO PROMEVUTKA� SOSTOQ�EGO IZ TO�EK RAZRYWA F � � ��� iTAK� PUSTX
a � x� � x� � � � � � xN�� � xN � b�
tAK KAK FUNKCIQ g� � � NEPRERYWNA NA R� TO NA KONE�NOM OTREZKE

� a� b � ONA RAWNOMERNO NEPRERYWNA� sLEDOWATELXNO� PRI DOSTATO�NO

BOLX�OM N RAZNOSTX j g�x� � g�xk� j � � PRI xk � x � xk�� I L�BOM
k � �� � � � � N � wWEDEM STUPEN�ATU� FUNKCI� g��x�� POLOVIW EE RAWNOJ
g�xk�� ESLI x � �xk� xk���� k � �� � � � � N ��� I OBRATIMSQ K OCENKE ��n�
iMEEM

��n �

�����
Z b

a
�g � g�  g��dF �

Z b

a
�g � g�  g��dFn

����� �
�����
Z b

a
�g � g��dF

�����
�����
Z b

a
�g � g��dFn

�����
�����
Z b

a
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Z b

a
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kAVDOE IZ PERWYH DWUH SLAGAEMYH W PRAWOJ �ASTI NE PREWOSHODIT

�� POSKOLXKU jg � g�j � �� F �b� � F �a� � � I Fn�b� � Fn�a� � �� A DLQ
POSLEDNEGO SLAGAEMOGO IMEEM OCENKU
�������

bZ

a

g�dF �
bZ

a

g�dFn

�������
�

������
N��X
k��

g�xk�
xk��Z

xk

dF �x� �
N��X
k��

g�xk�
xk��Z

xk

dFn�x�

������ �

������
N��X
k��

g�xk�f�F �xk���� F �xk��� �Fn�xk���� Fn�xk��g

������ �

N��X
k��

j g�xk� jfjF �xk���� Fn�xk��� j  jF �xk� � Fn�xk� jg�

pRAWAQ �ASTX �TOGO NERAWENSTWA MENX�E NAPERED ZADANNOGO � � ��
POSKOLXKU N FIKSIROWANO� j g�x� j � M� A Fn�xk� � F �xk� PRI L�BOM
k � �� � � � � N� iTAK� ��n SKOLX UGODNO MALO I� SLEDOWATELXNO� �n � �
PRI n���

dOSTATO�NOSTX� pUSTX WYPOLNQETSQ ���� dLQ L�BOGO � � � I L��
BOJ TO�KI x NEPRERYWNOSTI F RASSMOTRIM NEPRERYWNU� FUNKCI�

f��t�� PRINIMA��U� ZNA�ENIE � PRI t � x� ZNA�ENIE �� ESLI t � x ��
I MENQ��U�SQ LINEJNO NA �x� x � �� tAK KAK

Fn�x� �
Z x

��
f��t�dFn�t� �

Z �
��

f��t�dFn�t��

TO W SILU ���

lim sup
n

Fn�x� �
Z �
��

f��t�dF �t� �
Z x��

��
dF �t� � F �x ���

aNALOGI�NO� S POMO�X� FUNKCII f �� �t� � f��t  �� POLU�AEM NERA�
WENSTWO

Fn�x� �
Z x

��
f �� �t�dFn�t� �

Z �
��

f �� �t�dFn�t��

OTKUDA

lim inf
n

Fn�x� �
Z �
��

f �� �t�dF �t� � F �x� ���

sLEDOWATELXNO� F �x � �� � lim infn Fn�x� � lim supn Fn�x� � F �x  ���
A TAK KAK x � TO�KA NEPRERYWNOSTI F� TO W SILU PROIZWOLXNOSTI �
IMEEM RAWENSTWO

lim inf
n

Fn�x� � lim sup
n

Fn�x� � lim
n
Fn�x� � F �x��

��	



zAME�ANIE ����� w BOLX�INSTWE MONOGRAFIJ PO TEORII WEROQT�
NOSTEJ SLABAQ SHODIMOSTX RASPREDELENIJ OPREDELQETSQ SOOTNO�ENIEM

��� � IMENNO TAKIM OBRAZOM MOVNO RASPROSTRANITX PONQTIE SLABOJ

SHODIMOSTI NA WEKTORNYE SLU�AJNYE WELI�INY �ILI SLU�AJNYE WELI�
�INY S ABSTRAKTNYM PROSTRANSTWOM IH ZNA�ENIJ�� sLABAQ SHODIMOSTX
RASPREDELENIJ OBOZNA�AETSQ TEM VE SIMWOLOM Pn � P�

tEPERX MY IMEEM WSE NEOBHODIMOE� �TOBY USTANOWITX KRITERIJ

SLABOJ SHODIMOSTI�

dOK A Z A T E L X S T W O T E O R EMY N E P R E RY WN O S T I ����� eSLI
Fn � F� TO

�n�t� �
Z �
��

eitxdFn�x��
Z �
��

eitxdF �x� � ��t�

�DOSTATO�NO PRIMENITX LEMMU ���� K OGRANI�ENNOJ NEPRERYWNOJ FU�
NKCII g�x� � eitx��
pUSTX TEPERX POSLEDOWATELXNOSTX HARAKTERISTI�ESKIH FUNKCIJ

f�n� n � �g SHODITSQ K NEKOTOROJ NEPRERYWNOJ W TO�KE t � � FUNK�
CII ��t�� I fFn� n � �g � SOOTWETSTWU��AQ POSLEDOWATELXNOSTX FUNK�
CIJ RASPREDELENIQ� tREBUETSQ DOKAZATX� �TO � � HARAKTERISTI�ESKAQ
FUNKCIQ SLU�AJNOJ WELI�INY S FUNKCIEJ RASPREDELENIQ F I Fn � F �
w SILU LEMMY ���� IZ POSLEDOWATELXNOSTI fFn� n � �g MOVNO WY�

BRATX PODPOSLEDOWATELXNOSTX fFnk � k � �g� SLABO SHODQ�U�SQ K NE�
KOTOROJ NEUBYWA��EJ� NEPRERYWNOJ SLEWA FUNKCII F� PRI�EM � �
F �x� � �� eSLI varF � �� TO ESTX F � FUNKCIQ RASPREDELENIQ� TO
�SM����� �nk�t� � ���t�� k � �� PRI L�BOM t � R� GDE ��� � � � HA�
RAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ� SOOTWETSTWU��AQ FUNKCII RASPREDELE�
NIQ F � � �� tAK KAK POSLEDOWATELXNOSTX f�n�t�� n � �g SHODITSQ� TO WSE
EE PODPOSLEDOWATELXNOSTI IME�T ODIN I TOT VE PREDEL ��t�� OTKUDA
���t� � ��t� I ��t�� t � R � HARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ� nAKONEC� W
SILU TEOREMY EDINSTWENNOSTI �
�� WSE PODPOSLEDOWATELXNOSTI POSLE�
DOWATELXNOSTI fFn� n � �g IME�T ODIN I TOT VE SLABYJ PREDEL F�
HARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ KOTOROGO ESTX �� OTKUDA Fn � F�
iTAK� OSTALOSX POKAZATX� �TO varF � ��
dOPUSTIM PROTIWNOE varF � � � �� tAK KAK �� � � NEPRERYWNA W

TO�KE t � � I ���� � �� IBO �n��� � � PRI L�BOM n � �� 
� � � � � TO
DLQ L�BOGO � � ��� � � �� SU�ESTWUET OTREZOK ��	� 	 �� NA KOTOROM

j �� ��t� j � ��
 � �� ��
 � �� � � ��
� fUNKCIQ �� � � INTEGRIRUEMA

���



NA L�BOM OTREZKE ��	� 	 �� TAK KAK ONA ESTX PREDEL INTEGRIRUEMYH

NA ��	� 	 � I OGRANI�ENNYH FUNKCIJ �n� � � �SM�NA�ALO DOKAZATELXSTWA
FORMULY OBRA�ENIQ�� sLEDOWATELXNO� �NAPOMNIM� j a j � j b j � j a� b j�
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j �� ��t� jdt � �� � � ��
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OTKUDA� �������
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�Z

��

��t�dt

�������
� �  ��
� ���

nERAWENSTWO ��� POLU�ENO NAMI TOLXKO IZ PREDPOLOVENIQ NEPRE�
RYWNOSTI FUNKCII �� � � W TO�KE t � �� pOKAVEM TEPERX� �TO IZ SDE�
LANNOGO NAMI PREDPOLOVENIQ varF � � � �� WYTEKAET NERAWENSTWO�
PROTIWOPOLOVNOE ���� pUSTX Fnk � F� A SOOTWETSTWU��AQ POSLEDO�
WATELXNOSTX HARAKTERISTI�ESKIH FUNKCIJ �nk�t� � ��t� PRI �t � R�
iMEEM

����
Z �

��
�nk�t�dt

���� �
����
Z �
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Z �
��

eitxdFnk�x�dt
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Z �
��

����
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eitxdt

���� dFnk�x� �

Z

jx j�A

����
Z �

��
eitxdt

���� dFnk�x� 
Z

jx j�A

����
Z �

��
eitxdt

���� dFnk�x��

GDE A � NEKOTOROE POLOVITELXNOE �ISLO� tAK KAK F �A� � F ��A� �
varF � �� TO Fnk�A� � Fnk��A� � �  ���� NA�INAQ S NEKOTOROGO k�
u�ITYWAQ� �TO INTEGRAL

Z �

��
eitxdt �

ei�x � e�i�x

ix
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x

I� SLEDOWATELXNO� PO MODUL� NE PREWOSHODIT 
	 �NAPOMNIM� j sin x j �
jx j�� POLU�AEM
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eSLI WYBRATX A � ��	�� TO
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Z �

��
�nk�t�dt

���� � �  ��
�

�TO PROTIWORE�IT ��� PRI k � � I� SLEDOWATELXNO� PREDPOLOVENI�
� � varF � �� iTAK� F � FUNKCIQ RASPREDELENIQ� � � SOOTWETSTWU��
�AQ EJ HARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ I Fn � F�

���



x��� pREDELXNYE TEOREMY TEORII WEROQTNOSTEJ

lEKCIQ ��

hARAKTERISTI�ESKIE FUNKCII QWLQ�TSQ WESXMA MO�NYM INSTRU�
MENTOM DLQ POSTROENIQ WEROQTNOSTNYH MODELEJ I POZWOLQ�T BEZ OSO�
BYH TEHNI�ESKIH SLOVNOSTEJ POLU�ITX IZWESTNYE NAM ZAKONY TEORII

WEROQTNOSTEJ� ZNA�ITELXNO RAS�IRQQ IH OBLASTX DEJSTWIQ� sEJ�AS MY
POLU�IM BOLEE SILXNYJ� �EM p�l� �EBY�EWA� ZAKON BOLX�IH �ISEL I
OBOB�IM PREDELXNU� TEOREMU mUAWRA�lAPLASA NA SUMMY NEZAWISI�
MYH SLU�AJNYH WELI�IN S PROIZWOLXNYM OB�IM ZAKONOM RASPREDELE�
NIQ�

tEOREMA ���� �ZAKON BOLX�IH �ISEL hIN�INA�� pUSTX

fXn� n � �g � POSLEDOWATELXNOSTX NEZAWISIMYH ODINAKOWO RASPREDE�

LENNYH SLU�AJNYH WELI�IN S KONE�NYM MATEMATI�ESKIM OVIDANIEM

� � EX�� tOGDA

Xn �
�

n

nX
k��

Xk �
P

��

dOK A Z A T E L X S T W O� w SILU KONE�NOSTI PERWOGO MOMENTA HARAKTE�
RISTI�ESKAQ FUNKCIQ KAVDOGO SLAGAEMOGO DOPUSKAET ASIMPTOTI�ES�
KOE PREDSTAWLENIE �PREDLOVENIE ����� P� 	�
 �Xk

�t
 � �� it��o�t
� iZ
SWOJSTW �� I �� PREDLOVENIQ ���� SLEDUET� �TO

� �Xn
�t
 �

�
� � it

�

n
� o

�
t

n

��n
�

o�EWIDNO� �Xn
�t
 � ��t
 � eit�� FUNKCIQ �� � 
 NEPRERYWNA W TO�KE

t �  I SOOTWETSTWUET HARAKTERISTI�ESKOJ FUNKCII KONSTANTY � �
SLU�AJNOJ WELI�INE� PRINIMA��EJ ZNA�ENIE � S WEROQTNOSTX� EDI�
NICA�
tAKIM OBRAZOM� W SILU TEOREMY NEPRERYWNOSTI ���� Xn � �� A

POSKOLXKU SLABAQ SHODIMOSTX K POSTOQNNOJ WLE�ET SHODIMOSTX PO WE�
ROQTNOSTI �PREDLOVENIE ����
� TO Xn �

P
��

nAIBOLEE SILXNYJ REZULXTAT W ZAKONAH BOLX�IH �ISEL PRINAD�
LEVIT a�n�kOLMOGOROWU� KOTORYJ DOKAZAL� �TO PRI SU�ESTWOWANII

MATEMATI�ESKOGO OVIDANIQ Xn ��
P�N�

�� kONE�NO� NAM� KAK WSEGDA� NE
HWATAET WREMENI DOKAZATX �TO�NIBUDX STOQ�EE� I ESLI W x�� Q WWODIL

���



PONQTIE SHODIMOSTI PO�TI NAWERNOE� TO �TO DELALOSX TOLXKO DLQ TOGO�
�TOBY SEJ�AS HOTQ BY UPOMQNUTX OB USILENNOM ZAKONE BOLX�IH �ISEL

a�n�kOLMOGOROWA�
a �TO BUDET� ESLI OTKAZATXSQ OT USLOWIQ KONE�NOSTI ILI SU�EST�

WOWANIQ SREDNEGO ZNA�ENIQ EX�� sLEDU��IJ PRIMER POKAZYWAET� �TO
SHODIMOSTI K POSTOQNNOJ WELI�INE NE BUDET�

pRIM E R �NARU�ENIQ ZAKONA BOLX�IH �ISEL�
 pUSTXX�� � � � � Xn NE�
ZAWISIMY I ODINAKOWO RASPREDELENY PO ZAKONU kO�I C�� �
�hARAKTE�
RISTI�ESKAQ FUNKCIQ STANDARTNOGO �a � � b � �
 RASPREDELENIQ kO�
�I ��t
 � expf�j t jg� HARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ SUMMY Sn �

Pn
� Xk

RAWNA �n�t
 � expf�nj t jg� NAKONEC� HARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ NOR�
MIROWANNOJ SUMMY Xn � Sn�n RAWNA �

n�t�n
 � expf�j t jg� I MY SNOWA

POLU�ILI TO VE SAMOE STANDARTNOE RASPREDELENIE kO�I� kONE�NO�
WNUTRI KAVDOGO IZ NAS TEPLILASX NADEVDA� �TO Xn BUDET SHODITXSQ

PRI n � � K MODE RASPREDELENIQ kO�I mod�X�
 � � NO� UWY� ZAKO�
NY PRIRODY �MATEMATIKI
 NEUMOLIMY I� WY�ISLQQ ARIFMETI�ESKOE
SREDNEE L�BOGO KOLI�ESTWA REALIZACIJ SLU�AJNYH WELI�IN S RASPRE�
DELENIEM kO�I� MY TAKVE BUDEM �W SREDNEM
 DALEKI OT MODY� KAK I
NA PERWOM �AGE NA�EGO STATISTI�ESKOGO �KSPERIMENTA�

iZU�IM TEPERX BOLEE PODROBNO ASIMPTOTI�ESKOE �n � �
 RASPRE�
DELENIE

Pn
�
Xk�

tEOREMA ���� �CENTRALXNAQ PREDELXNAQ TEOREMA�� pUSTX

fXn� n � �g � POSLEDOWATELXNOSTX NEZAWISIMYH� ODINAKOWO RASPREDE�

LENNYH SLU�AJNYH WELI�IN S KONE�NYMI MATEMATI�ESKIM OVIDANIEM

EX� � � I DISPERSIEJ DX� � ��� tOGDA PRI L�BOM x � R
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���dt�

dOK A Z A T E L X S T W O� rASSUVDENIQ TE VE� �TO I PRI WYWODE ZAKONA
BOLX�IH �ISEL� NO ISPOLXZUETSQ SU�ESTWOWANIE DWUH MOMENTOW U Xk�
w SILU P� 	� PREDLOVENIQ ���� HARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ NORMI�
ROWANNOJ SLU�AJNOJ WELI�INY Yk � �Xk � �
��� U KOTOROJ EYk �  I
DYk � �� DOPUSKAET ASIMPTOTI�ESKOE �t� 
 PREDSTAWLENIE
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�
��� t�

�
� o�t�


�
A �

���



tEPERX� W SILU P� �� PREDLOVENIQ ����� HARAKTERISTI�ESKAQ FUNKCIQ
NORMIROWANNOJ SUMMY

Sn �
�p
n

nX
�

Yk �

Xn

�
Xk � n�

�
p
n

�

IMEET ASIMPTOTIKU

�Sn
�t
 �

�
��� t�

�n
� o�t�


�
An �

o�EWIDNO�
�Sn

�t
� e�t
����

ESLI n��� A �TO� KAK NAM IZWESTNO IZ x��� ESTX HARAKTERISTI�ESKAQ
FUNKCIQ STANDARTNOGO NORMALXNOGO RASPREDELENIQ N�� �
� pOSKOLX�
KU PREDELXNAQ NORMALXNAQ FUNKCIQ ��x
 NEPRERYWNA NA WSEM R� TO
FUNKCIQ RASPREDELENIQ Sn SHODITSQ K ��x
 PRI L�BOM x � R�

sU�ESTWU�T OB�IRNEJ�IE ISSLEDOWANIQ PO RASPREDELENIQM SUMM

SLU�AJNYH WELI�IN� W KOTORYH CENTRALXNAQ PREDELXNAQ TEOREMA OB�
OB�AETSQ NA SLU�AJ �SLABO ZAWISIMYH� ILI RAZNO RASPREDELENNYH�
NO OBLADA��IH ODINAKOWYM PORQDKOM MALOSTI� SLU�AJNYH WELI�IN�
RASSMATRIWA�TSQ SUMMY SLU�AJNYH WEKTOROW I SUMMY SLU�AJNYH

�LEMENTOW� PRINIMA��IH ZNA�ENIQ W ABSTRAKTNYH PROSTRANSTWAH� I
T�D�� I T�P�� TAK �TO NE PERESTAE�X UDIWLQTXSQ� KAK �TO MOVNO �TO�TO
E�E SDELATX W OBLASTI TOGO� GDE� KAVETSQ� WS�e UVE SDELANO� mY NE

BUDEM UGLUBLQTXSQ W �TU OB�IRNEJ�U� TEMATIKU I ZAJMEMSQ BOLEE

PRIKLADNYMI WOPROSAMI � PRODOLVIM POSTROENIE WEROQTNOSTNYH MO�
DELEJ� MATEMATI�ESKOJ OSNOWOJ KOTORYH SLUVAT PREDELXNYE TEOREMY
TEORII WEROQTNOSTEJ�

wEROQTNOSTNYE MODELI ROSTA� uSLOWIMSQ UPOTREBLQTX TERMI�
NOLOGI�� SWQZANNU� S BIOLOGI�ESKIMI ISSLEDOWANIQMI� O PRILOVENI�
QH K DRUGIM OBLASTQM ESTESTWOZNANIQ POGOWORIM NIVE� POSLE WYWODA
OSNOWNOGO URAWNENIQ MODELI�
pREDPOLOVIM� �TO MY POSADILI S WAMI MALENXKOE DEREWCE �SA�

VENEC
 WYSOTY x�� I WO WSE POSLEDU��IE GODY PROIZWODIM ZAMERY

x�� x�� � � � WYSOTY RASTU�EGO DEREWA� nAS INTERESUT PROGNOZ WYSOTY

DEREWA PO ISTE�ENII n LET� eSTESTWENNO� NA EVEGODNYJ PRIROST WY�
SOTY DEJSTWUET OGROMNOE KOLI�ESTWO PRIRODNYH FAKTOROW� TEMPERA�
TURA� OSADKI� SOLNE�NOE OSWE�ENIE� PLODORODIE PO�WY I T�P�� PO�TO�
MU MY� O�EWIDNO� IMEEM DELO SO STOHASTI�ESKIM PROGNOZOM� KOTORYJ

���



FORMULIRUETSQ� PRIMERNO� KAK SLEDU��EE ZAKL��ENIE� ��EREZ � LET
S WEROQTNOSTX� �� WYSOTA DEREWA BUDET NE MENX�E �	 METROW�� kO�
NE�NO� TAKOJ PROGNOZ� KAK I W SLU�AE ODNOKRATNOGO PODBRASYWANIQ

MONETY� NELXZQ PRIMENITX K ODNOMU POSAVENNOMU DEREWU� NO EGO MOV�
NO ISPOLXZOWATX W PROGNOZE �ZRELOSTI� LESNOJ POSADKI� SOSTOQ�EJ IZ
BOLX�OGO �ISLA DEREWXEW� I TOGDA NA�E ZAKL��ENIE BUDET OTNOSITXSQ
PRIBLIZITELXNO K �� SAVENCEW�
iTAK� MY DOLVNY TRAKTOWATX ZAMERY x�� x�� � � � W TERMINAH REALI�

ZACIJ KOMPONENT POSLEDOWATELXNOSTI SLU�AJNYH WELI�IN X�� X�� � � �
I POPYTATXSQ FORMALIZOWATX W MATEMATI�ESKIH TERMINAH PRI�INU

�RAZBROSA� W ZNA�ENIQH EVEGODNYH PRIRA�ENIJ �k � Xk�Xk�� WYSO�
TY DEREWA� eSTESTWENNO PREDPOLOVITX� �TO PRIROST �k WYZWAN SUM�
MARNYM DEJSTWIEM WSEH TEH PRI�IN ROSTA� O KOTORYH MY GOWORILI

WY�E� TO ESTX DEJSTWIEM NEKOTOROGO NEOTRICATELXNOGO �IMPULXSA�
	k �� 
� mEVDU �k I 	k SU�ESTWUET PRIBLIVENNAQ LINEJNAQ SWQZX

�k � 
k	k� GDE 
k ZAWISIT OT WYSOTY Xk�� DEREWA� KOTOROJ ONO DO�
STIGLO PO ISTE�ENII k LET� pOLOVIM 
k � g�Xk��
 S ESTESTWENNYM
USLOWIEM NEOTRICATELXNOSTI I NEPRERYWNOSTI FUNKCII g��
� tAKIM
OBRAZOM� MY PRIHODIM K REKURENTNYM SOOTNO�ENIQM� KOTORYE OPI�
SYWA�T EVEGODNYJ PRIROST WYSOTY DEREWA�

Xk �Xk�� � 	kg�Xk��
� k � �� �� � � � ��


nAM OSTALOSX TOLXKO SDELATX NEKOTORYE PREDPOLOVENIQ� KASA��
�IESQ RASPREDELENIQ SLU�AJNYH WELI�IN 	k� k � �� �� � � � � bUDEM
S�ITATX� �TO �TI SLU�AJNYE WELI�INY NEOTRICATELXNY� NEZAWISIMY�
ODINAKOWO RASPREDELENY I OBLADA�T KONE�NYMI MOMENTAMI WTOROGO

PORQDKA� SREDNIM ZNA�ENIEM a � E	k I DISPERSIEJ b� � D	k�
nAPOMNIM� �TO MY INTERESUEMSQ RASPREDELENIEM SLU�AJNOJ WELI�

�INY Xn� REALIZACIQ xn KOTOROJ UKAZYWET RAZMER KONKRETNOGO DEREWA
PO ISTE�ENII n LET� pEREPI�EM PERWYE n REKURENTNYH SOOTNO�ENIJ
��
 W WIDE

	k �
Xk �Xk��

g�Xk��

� k � �� � � � � n

I PROSUMMIRUEM LEWYE I PRAWYE �ASTI �TIH RAWENSTW� w REZULXTATE

POLU�IM
nX
�

	k �
nX
�

Xk �Xk��

g�Xk��

�

���



eSLI KAVDYJ IMPULXS WYZYWAET NEZNA�ITELXNYJ PRIROST DEREWA�
TO ESTX WSE �k � Xk�Xk�� MALY� TO� TRAKTUQ PRAWU� �ASTX POSLEDNE�
GO RAWENSTWA KAK INTEGRALXNU� SUMMU� POLU�AEM PRIBLIVENNOE RA�
WENSTWO

nX
�

	k �
XZ
x�

dt

g�t

� ��


GDE X � Xn � OKON�ATELXNYJ RAZMER DEREWA�
tAK KAK FUNKCIQ g�x
 POLOVITELXNA� TO INTEGRAL W PRAWOJ �ASTI

��
 PREDSTAWLQET SOBOJ NEKOTORU� MONOTONNO WOZRASTA��U� FUNK�
CI� h�X
� pRIMENENIE CENTRALXNOJ PREDELXNOJ TEOREMY ���� K LEWOJ
�ASTI ��
 PRIWODIT K UTWERVDENI�� PO ISTE�ENII DOSTATO�NO BOLX�
�OGO SROKA POSLE POSADKI DEREWA �n � �
 RASPREDELENIE EGO WYSOTY
X OPREDELQETSQ SOOTNO�ENIEM h�X
 	 N��� ��
� GDE � � na� �� � nb��
w SILU MONOTONNOSTI FUNKCII h��


F �x
 � P �X � x
 � P �h�X
 � h�x

 � �

�
�h�x
 � �

�

�
A �

oSTALOSX RE�ITX PROBLEMU S WYBOROM FUNKCII g� � 
� eSLI POSTU�
LIROWATX� �TO PRIROST WYSOTY DEREWA PROPORCIONALEN DOSTIGNUTOJ

WYSOTE� TO ESTX POLOVITX g�t
 � t� A IMENNO TAKOE PREDPOLOVENIE

NAIBOLEE �ASTO ISPOLXZUETSQ W MODELQH ROSTA� TO MY PRIDEM K SLEDU�
��EMU RASPREDELENI� SLU�AJNOJ WELI�INY X�

lOGARIFMI�ESKI�NORMALXNOE RASPREDELENIE LN��� �
� pRI
g�t
 � t INTEGRAL W PRAWOJ �ASTI ��
 S TO�NOSTX� DO POSTOQNNOGO

SLAGAEMOGO � lnx� RAWEN lnX� TAK �TO lnX 	 N��� ��
� I FUNKCIQ

RASPREDELENIQ X

F �x
 � �
�
lnx� �

�

�
� x � �

FUNKCIQ PLOTNOSTI

f�x j�� �
 � �

�
p
�� x

exp

��
��

�lnx� �
�

���

	

� �

�TO UNIMODALXNOE� REZKO ASIMMETRI�NOE ��� � 
 RASPREDELENIE�
GRAFIK PLOTNOSTI KOTOROGO IMEET SLEDU��IJ WID�

���



kONE�NO� W PRAKTI�ESKIH PRILOVENIQH CELESOOBRAZNEE OPERIROWATX
NE S X� A S EGO NATURALXNYM LOGARIFMOM Y � lnX� POSLE �EGO PROIZ�
WODITX WSE RAS�ETY� ISPOLXZUQ MODELX NORMALXNOGO RASPREDELENIQ�
lOGARIFMI�ESKI�NORMALXNYJ ZAKON NOSIT DOSTATO�NO UNIWERSA�

LXNYJ HARAKTER� �TOMU RASPREDELENI� POD�INQETSQ RAZMER TRE�INY

W ISPYTUEMOM OBRAZCE MATERIALA� KOTORYJ PODWERGAETSQ CIKLI�ES�
KIM NAGRUVENIQM �NA IZGIB� � WY MOVETE SAMI BEZ OSOBYH FANTAZIJ�
NYH USILIJ PERESKAZATX NA�I POSTROENIQ S WYSOTOJ DEREWA W TERMI�
NAH RAZMERA TRE�INY� aNALOGI�NYE RASSUVDENIQ MOGUT BYTX TAKVE
PRIMENENY W IZU�ENII ROSTA DOHODOW U OTDELXNYH LIC DOSTATO�NO

ODNORODNOJ �ELOWE�ESKOJ POPULQCII� pROWODIMYE W �TOM NAPRAWLE�
NII STATISTI�ESKIE ISSLEDOWANIQ UKAZYWA�T NA HORO�EE SOGLASIE S

LOGARIFMI�ESKI�NORMALXNYM RASPREDELENIEM DOSTATO�NO NIZKIH DO�
HODOW� W TO WREMQ KAK DLQ UMERENNYH I WYSOKIH DOHODOW BOLEE PODHO�
DQ�IM QWLQETSQ RASPREDELENIE pARETO�

w RAMKAH POSTROENNOJ NAMI MODELI ROSTA �ASTO WOZNIKAET ZADA�A�
KOTORU� MOVNO TRAKTOWATX KAK NEKOTORU� ALXTERNATIWU K PROBLEME

WYWODA RASPREDELENIQ RAZMERA� DOSTIGNUTOGO K OPREDELENNOMU SRO�
KU �RASTU�IM� OB�EKTOM ISSLEDOWANIQ� pUSTX FIKSIROWAN NEKOTORYJ
UROWENX x RAZMERA �DEREWA� TRE�INY� DOHODA
 I NAS INTERESUET RAS�
PREDELENIE MOMENTA WREMENI �NOMERA CIKLA
� NA KOTOROM �TOT RAZ�
MER BUDET DOSTIGNUT� uDIWITELXNO� �TO W RAMKAH NA�EJ MODELI �TO
RASPREDELENIE NE ZAWISIT OT WYBORA POLOVITELXNOJ FUNKCII g��
� I
POLU�ITX EGO MOVNO PUTEM SLEDU��IH TRIWIALXNYH RASSUVDENIJ�

rASPREDELENIE bIRNBAUMA�sAUNDERSA BS�� ��� pUSTX � �
SLU�AJNAQ WELI�INA� REALIZU��AQ MOMENT DOSTIVENIQ ZADANNOGO RAZ�
MERA x� tOGDA SOBYTIE � � n �KWIWALENTNO SOBYTI� Xn � x �NAPOM�

���



NIM� WSE 	k � 
 � K MOMENTU WREMENI n WYSOTA DEREWA E�E NE DOSTIGLA
UROWNQ x� iTAK�

P �� � n
 � P �Xn � x
 � P �h�Xn
 � h�x

 � �

�
�h�x
 � na

b
p
n

�
A � ��


zAMENIM TEPERX n NA �NEPRERYWNU�� PEREMENNU� t I WWEDEM NOWYE
PARAMETRY  I �� OPREDELIW IH URAWNENIQMI 

p
� � h�x
�b� �

p
� �

a�b� cEPO�KA RAWENSTW ��
 POZWOLQET NAM ZAPISATX RASPREDELENIE SLU�
�AJNOGO MOMENTA WREMENI �� W KOTORYJ DEREWO �TRE�INA� DOHOD�
 DO�
STIGNET ZADANNOGO UROWNQ x �

F �t
 � P �� � t
 � �� �

�
B�

�
B�
vuut�
t
�
vuut t

�

�
CA
�
CA � t � �

�TO UNIMODALXNOE RASPREDELENIE� KOTOROE NAZYWAETSQ RASPREDELE�
NIEM bIRNBAUMA�sAUNDERSA� I MY BUDEM OBOZNA�ATX EGO BS�� �
� gRA�
FIK PLOTNOSTI BS�RASPREDELENIQ �Q� NADE�SX� WY DOSTATO�NO OBRAZO�
WANY W OBLASTI MATEMATI�ESKOGO ANALIZA� �TOBY NAJTI PROIZWODNU�

OT F �t

 O�ENX POHOV NA FUNKCI� PLOTNOSTI GAMMA�RASPREDELENIQ�
BS�RASPREDELENIE IGRAET BOLX�U� ROLX PRI RAS�ETAH NADEVNOSTI

OB�EKTOW� DOLGOWE�NOSTX KOTORYH OPREDELQETSQ RAZWITIEM TRE�IN�
PRIWODQ�IH K GIBELI OB�EKTA�

rASSMOTRIM E�E ODNO RASPREDELENIE� �ASTO ISPOLXZUEMOE W PRAK�
TI�ESKIH RAS�ETAH NADEVNOSTI SLOVNYH SISTEM�

rASPREDELENIE wEJBULLAW�� �� �MODELX SLABOGO ZWENA
� iME�
ETSQ CEPX� SOSTOQ�AQ IZ BOLX�OGO �ISLA n ZWENXEW� dOPUSTIM� �TO
PRO�NOSTI x�� � � � � xn OTDELXNYH ZWENXEW MOVNO TRAKTOWATX KAK REALI�
ZACII n NEZAWISIMYH� ODINAKOWO RASPREDELENNYH SLU�AJNYH WELI�IN
X�� � � � � Xn� nA OBA KONCA CEPI PODAETSQ RAWNOMERNO WOZRASTA��AQ NA�
GRUZKA� I FIKSIRUETSQ NAPRQVENIE� PRI KOTOROM PROISHODIT RAZRYW

CEPI� o�EWIDNO �TO NAPRQVENIE RAWNO PRO�NOSTI NAISLABEJ�EGO ZWE�
NA CEPI� PO�TOMU EGO MOVNO TRAKTOWATX KAK REALIZACI� SLU�AJNOJ

WELI�INY

X � min
��k�n

Xk�

eSLI F �x
 � FUNKCIQ RASPREDELENIQ KAVDOGO Xk� k � �� � � � � n� TO
FUNKCIQ RASPREDELENIQ X OPREDELQETSQ POSREDSTWOM SLEDU��IH RAS�
�ETOW� W KOTORYH SU�ESTWENNO ISPOLXZUETSQ NEZAWISIMOSTXX�� � � � � Xn �

Gn�x
 � P �X � x
 � �� P �X � x
 � �� P �X� � x� � � � � Xn � x
 �

��	



��
nY

k��

P �Xk � x
 � �� ��� F �x

n �

pRI BOLX�IH n ESTESTWENNO WMESTOGn�x
 ISPOLXZOWATX EE ASIMPTO�
TIKU� oDNAKO PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM x �� 
 WEROQTNOSTXGn�x
�
�� ESLI n � �� I PO�TOMU MY DOLVNY PROWESTI NORMIROWKU X PO

ANALOGII S TEM� KAK �TO DELALOSX W CENTRALXNOJ PREDELXNOJ TEOREME�
�TOBY RASPREDELENIE NE WYROVDALOSX� KOGDA n��� pONQTNO TAKVE�
�TO X PO WEROQTNOSTI SHODITSQ K NUL�� PO�TOMU NORMIROWKU X SLE�
DUET PROIZWODITX DOMNOVENIEM NA NEKOTORU� RASTU�U� FUNKCI� OT

n� pRI �TOM NAM NE IZBEVATX USLOWIJ NA POWEDENIE FUNKCII RASPRE�
DELENIQ F �x
 PRI x � � � DOPUSTIM� �TO F �x
 	 ax�� GDE a I  �
NEOTRICATELXNYE �ISLA �UDIWITELXNO� NO WSE IZU�ENNYE NAMI RASPRE�
DELENIQ� SOSREDOTO�ENNYE NA POLOVITELXNOJ POLUOSI� UDOWLETWORQ�T
�TOMU USLOWI�
�
fUNKCIQ RASPREDELENIQW �x
 NORMIROWANNOJ SLU�AJNOJ WELI�INY

Y � n���X NE WYROVDAETSQ S ROSTOM n� I PREDELXNOE RASPREDELENIE
NAHODITSQ S POMO�X� SLEDU��IH WYKLADOK�

W �x
 � P �Y � x
 � P

�
X �

x

n���

�
� ��

�
�� F

�
x

n���

��n
	

��
�
��� a

�
x

n���

���An � ��
�
��� ax�

n

�
An 	 �� e�ax

�

�

zAMENQQ PARAMETR a NA PARAMETR �� OPREDELQEMYJ URAWNENIEM a �
���� POLU�AEM RASPREDELENIE wEJBULLA W�� �
 S FUNKCIEJ RASPREDE�
LENIQ

W �x j� �
 � �� exp

��
��

�
x

�

��	

� � x � � � � � �

�TO TAKVE UNIMODALXNOE RASPREDELENIE� GRAFIK FUNKCII PLOTNOS�
TI KOTOROGO �NA GLAZ� NE OTLI�IM OT GRAFIKA FUNKCII PLOTNOSTI

GAMMA�RASPREDELENIQ� wEJBULLOWSKOMU RASPREDELENI� OBY�NO SLEDU�
�T DOLGOWE�NOSTI SISTEM� SOSTOQ�IH IZ BOLX�OGO �ISLA ODNOTIPNYH
�LEMENTOW �NAPRIMER� PLATA KOMPX�TERA
� OTKAZ ODNOGO IZ KOTORYH
�NAISLABEJ�EGO
 PRIWODIT K OTKAZU SISTEMY�

���



x��� sLU�AJNYE PROCESSY
lEKCIQ ��

dO SIH POR MY IZU�ALI RASPREDELENIE KONE�NOGO �ISLA SLU�AJNYH

WELI�IN X����� � � � � Xn���� ZADANNYH NA EDINOM WEROQTNOSTNOM PRO�
STRANSTWE ��� A� P �� I WYWOD IH SOWMESTNOGO RASPREDELENIQ SWODILSQ�
PO SU�ESTWU� K POSTROENI� RASPREDELENIQ WEROQTNOSTEJ NA PROIZWE�
DENIE IZMERIMYH PROSTRANSTW ZNA�ENIJ �TIH WELI�IN �PROIZWEDENII
BORELEWSKIH PRQMYH�� tEPERX MY PRISTUPAEM K IZU�ENI� RASPREDE�
LENIJ NA BESKONE�NOM �WOZMOVNO NES�ETNOM� PROIZWEDENII IZMERI�
MYH PROSTRANSTW� dOPUSTIM� �TO NA PROSTRANSTWE �LEMENTARNYH IS�
HODOW � ZADANO SEMEJSTWO SLU�AJNYH WELI�IN fXt� t � Tg� Xt �
Xt���� INDEKSIROWANNYH PARAMETROM t� KOTORYJ PROBEGAET MNOVES�
TWO ZNA�ENIJ T �NAPRIMER� WEKTORNAQ SLU�AJNAQ WELI�INA IMEET T �
f�� � � � � ng�� pUSTX �Xt� Bt�� t � T 	 IZMERIMYE PROSTRANSTWA ZNA�ENIJ
Xt� SOOTWETSTWU��IE KAVDOMU t � T� w DALXNEJ�EM BUDET RASSMAT�
RIWATX TOLXKO SLU�AJ Xt � R S BORELEWSKOJ ��ALGEBROJ Bt PODMNO�
VESTW R� NO DLQ PONIMANIQ KONSTRUKCII RASPREDELENIJ NA BESKONE��
NOMERNYH PROSTRANSTWAH WAVNO SOHRANITX INDEKS t W OBOZNA�ENII

PROSTRANSTW ZNA�ENIJ KAVDOGO PREDSTAWITELQ SEMEJSTWA fXt� t � Tg�
�TO SEMEJSTWO NAZYWAETSQ SLU�AJNYM PROCESSOM�

eSLI ZAFIKSIROWATX NEKOTORYJ �LEMENTARNYJ ISHOD ��� TO POLU�
�IM FUNKCI� x�t� � Xt���� NA MNOVESTWE T SO ZNA�ENIQMI PRI KAV�
DOM FIKSIROWANNOM t W Xt� �TA FUNKCIQ NAZYWAETSQ TRAEKTORIEJ

ILI REALIZACIEJ PROCESSA Xt� t � T� w SWQZI S �TIM PONQTIEM SLEDUET

TRAKTOWATX SLU�AJNYJ PROCESS KAK SLU�AJNU� FUNKCI� Xt � X�t��
POMNQ PRI �TOM� �TO WSQ 
SLU�AJNOSTX� SOSTOIT W ZAWISIMOSTI X�t�
OT � � �� W TO WREMQ KAK TRAEKTORIQ x�t� ESTX 
ZNA�ENIE� SLU�AJNOGO
PROCESSA X�t� PRI FIKSIROWANNOM �� pRIWEDEM NESKOLXKO PRIMEROW

SLU�AJNYH PROCESSOW I OPI�EM WID IH TRAEKTORIJ�

pRIM E R ���� �TO�E�NYE PROCESSY�� nA TELEFONNU� STANCI� PO�
STUPA�T ZAQWKI NA MEVDUGORODNIE RAZGOWORY� I PRI �TOM FIKSIRUET�
SQ WREMQ POSTUPLENIQ ZAQWKI� w TAKIH PROCESSAH S POQWLENIEM OPRE�
DELENNYH SOBYTIJ W SLU�AJNYE MOMENTY WREMENI OBY�NO POLAGA�
�T x�t� RAWNOJ �ISLU ZAQWOK� POSTUPIW�IH ZA PROMEVUTOK WREMENI

 �� t �� �TI PROCESSY SLUVAT HORO�IMI MATEMATI�ESKIMI MODELQMI

PRI PROEKTIROWANII SISTEM OBSLUVIWANIQ �MODELI TEORII O�EREDEJ��

���



PRI ANALIZE TRANSPORTNYH POTOKOW NA MAGISTRALQH� ONI ISPOLXZU�T�
SQ W QDERNOJ FIZIKE� METEORNOJ ASTRONOMII I T�P� mNOVESTWO T W

DANNOM SLU�AE 	 OTREZOK R� WIDA  �� T � S WOZMOVNYM BESKONE�NYM

ZNA�ENIEM T� pROSTRANSTWO Xt ZNA�ENIJ SLU�AJNOGO PROCESSA PRI L��
BOM t � T SOWPADAET S MNOVESTWOM NEOTRICATELXNYH CELYH �ISEL�
tRAEKTORIQ IMEET WID STUPEN�ATOJ FUNKCII� WOZRASTA��EJ SKA�KA�
MI W SLU�AJNYE MOMENTY WREMENI� I WELI�INA KAVDOGO SKA�KA RAWNA
EDINICE�

pRIM E R ���� �WETWQ�IESQ PROCESSY�� nABL�DAETSQ NEKOTORAQ

BIOLOGI�ESKAQ POPULQCIQ� SOSTOQ�AQ IZ OSOBEJ� SPOSOBNYH RAZMNO�
VATXSQ I GIBNUTX� tAKIE DANNYE� KAK �ISLO POTOMKOW W OPREDELENNOM
KOLENE OTDELXNOJ OSOBI� �ISLENNOSTX POPULQCII K FIKSIROWANNOMU

MOMENTU WREMENI t� KOLI�ESTWA POGIB�IH I NOWOROVDENNYH OSOBEJ

I T�P�� SOSTAWLQ�T OSOBYJ INTERES DLQ POPULQCIONNOJ GENETIKI� I
TRUDNO PEREOCENITX ROLX WEROQTNOSTNYH MODELEJ W IZU�ENII DINA�
MIKI RAZWITIQ BIOLOGI�ESKOJ POPULQCII� aNALOGI�NYE MODELI IS�
POLXZU�TSQ W FIZIKE �LEMENTARNYH �ASTIC� OSOBENNO PRI IZU�ENII

QDERNYH REAKCIJ� pROSTRANSTWA T I Xt TE VE� �TO I W PERWOM PRIME�
RE� TRAEKTORII TAKVE IME�T WID STUPEN�ATYH FUNKCIJ� NO WELI�INY
SKA�KOW 	 PROIZWOLXNYE CELYE �ISLA�

pRIM E R ���� �BROUNOWSKOE DWIVENIE W KAPILQRE�� dLINNYJ TON�
KIJ KAPILQR NAPOLNQETSQ VIDKOSTX�� I W SEREDINU KAPILQRA POME�A�
ETSQ �ASTICA� DIAMETR KOTOROJ NE NAMNOGO MENX�E DIAMETRA KAPILQ�
RA� pOD DEJSTWIEM MOLEKUL VIDKOSTI �ASTICA SOWER�AET HAOTI�ESKIE
DWIVENIQ� I DLQ NABL�DENIQ ZA NIMI WWODITSQ SISTEMA KOORDINAT�
KAPILQR RASSMATRIWAETSQ KAK DEJSTWITELXNAQ OSX R S NULEM W SERE�
DINE KAPILQRA� w KAVDYJ MOMENT WREMENI t �NEPRERYWNO� REGISTRI�
RUETSQ RASSTOQNIE x�t� �ASTICY OT SEREDINY KAPILQRA �ESTESTWENNO�
x��� � �� S U�ETOM ZNAKA �MINUS 	SLEWA OT SEREDINY� PL�S 	 SPRAWA��
eSLI IZOBRAZITX TEPERX TRAEKTORI� DWIVENIQ �ASTICY NA PLOSKOSTI

W KOORDINATAH �t� x�t��� TO MY POLU�IM TO� �TO FIZIKI NAZYWA�T TRA�
EKTORIEJ ODNOMERNOGO BROUNOWSKOGO DWIVENIQ� wEROQTNOSTNYE MODE�
LI� OPREDELQ��IE RASPREDELENIQ TAKIH PROCESSOW� BYLI PREDLOVENY
wINEROM� �JN�TEJNOM I sMOLUHOWSKIM� w �TOM PRIMERE T 	 OTREZOK
WREMENNOJ OSI� Xt � R�

pRIM E R ���� �BROUNOWSKOE DWIVENIE NA PLOSKOSTI�� w CENTR K��

���



WETA� NAPOLNENNOGO TONKIM SLOEM VIDKOSTI� POME�AETSQ �ASTICA NE�
KOTOROGO WE�ESTWA� KOTORAQ� KAK I W PREDYDU�EM PRIMERE SOWER�AET

BROUNOWSKOE DWIVENIE� NO NE NA PRQMOJ R� A NA PLOSKOSTI R� �CENTR
K�WETA SLUVIT NA�ALOM DEKARTOWOJ SISTEMY KOORDINAT �x� y��� tRA�
EKTORIQ BROUNOWSKOGO DWIVENIQ PREDSTAWLQET SOBOJ NEKOTORU� KRI�
WU� NA PLOSKOSTI� OPREDELQEMU� PARAMETRI�ESKIMI URAWNENIQMI x �
x�t�� y � y�t�� eSTESTWENNO� T 	 OTREZOK WREMENI� A Xt � R��

pRIM E R ���� �SLU�AJNOE POLE�� oT�LIFOWANNAQ POWERHNOSTX ME�
TALLA OBY�NO PODWERGAETSQ PROWERKE NA 
�EROHOWATOSTX�� DLQ �EGO
ONA POME�AETSQ POD MIKROSKOP I ZAMERQ�TSQ NEKOTORYE HARAKTERIS�
TIKI OTKLONENIQ RAZLI�NYH TO�EK POWERHNOSTI METALLA OT PLOSKO�
GO UROWNQ� tAKAQ �EROHOWATAQ POWERHNOSTX z � z�u� v�� GDE �u� v� 	
FIKSIROWANNAQ SISTEMA DEKARTOWYH KOORDINAT� TRAKTUETSQ KAK REA�
LIZACIQ SLU�AJNOGO POLQ Z � Z�u� v�� PROSTRANSTWO T SOOTWETSTWUET

�ASTI PLOSKOSTI R� � fu� vg� ZANIMAEMOJ OBRABATYWAEMYM OB�EKTOM�
Xt � R� pRIMER SLU�AJNOGO POLQ� W KOTOROM KROME KOORDINAT �u� v�
PROSTRANSTWO T WKL��AET WREMENNU� OSX R�� 	 U�ASTOK POWERHNOSTI
MORQ WO WREMQ �TORMA�

zADADIMSQ WOPROSOM� KAKOGO RODA SOBYTIQ� SWQZANNYE S RASSMOT�
RENNYMI SLU�AJNYMI PROCESSAMI X�t�� PREDSTAWLQ�T NAIBOLX�IJ

INTERES DLQ IH ISSLEDOWATELEJ� w PERWU� O�EREDX SLEDUET OBRATITX

WNIMANIE NA SOBYTIE supt�T X�t� � x�� A TAKVE NA MOMENT WREMENI t�
PRI KOTOROM PROCESS WPERWYE DOSTIGNET UROWNQ x�� nO DLQ TOGO� �TO�
BY WY�ISLQTX WEROQTNOSTI TAKIH SOBYTIJ� SLEDUET WWESTI PONQTIE

RASPREDELENIQ WEROQTNOSTEJ NA IZMERIMOM PROSTRANSTWE TRAEKTORIJ

PROCESSA�
pROSTRANSTWO TRAEKTORIJ TRAKTUETSQ KAK PRQMOE PROIZWEDENIE

X �
Y
t�T

Xt

PROSTRANSTW ZNA�ENIJ PROCESSA W KAVDOJ TO�KE t � T� pODMNOVESTWA
�TOGO PROSTRANSTWA� OPREDELQEMYE OGRANI�ENIQMI WIDA

a� � X�t�� � b�� � � � � an � X�tn� � bn

PRI L�BOM KONE�NOM n� NAZYWA�TSQ PRQMOUGOLXNIKAMI� kONE�NYE
OB�EDINENIQ WSEWOZMOVNYH NEPERESEKA��IHSQ PRQMOUGOLXNIKOW

���



�IZMENQ�TSQ KAK ZNA�ENIQ n� TAK I NABORY TO�EK t�� � � � � tn IZ T � OB�
RAZU�T� O�EWIDNO� BULEWU ALGEBRU A� nAIMENX�AQ ��ALGEBRA F� SODER�
VA�AQ A� QWLQETSQ ISKOMOJ ��ALGEBROJ NA PROSTRANSTWE TRAEKTORIJ
X�
tAKIM OBRAZOM� MY IMEEM IZMERIMOE PROSTRANSTWO �X� F�� ��AL�

GEBRA F KOTOROGO POROVDAETSQ POLUALGEBROJ PRQMOUGOLXNIKOW� I ES�
TESTWENNO OVIDATX� �TO ZADANIE SOWMESTNYH FUNKCIJ RASPREDELENIQ

Ft������tn�x�� � � � � xn� � P �X�t�� � x�� � � � � X�tn� � xn�

SLU�AJNYH WELI�IN X�t��� � � � � X�tn� PRI L�BYH n � �� �� � � � I L�BYH
NABORAH t�� � � � � tn ODNOZNA�NO OPREDELQ�T WEROQTNOSTX NA ��ALGEBRE F�
tO� �TO �TO DEJSTWITELXNO TAK� USTANAWLIWAET ZNAMENITAQ TEOREMA

a�n� kOLMOGOROWA� POLOVIW�AQ NA�ALO STROGOJ MATEMATI�ESKOJ TEO�
RII SLU�AJNYH PROCESSOW� zAMETIM TOLXKO� �TO W �TOJ TEOREME NAKLA�
DYWAETSQ ESTESTWENNOE USLOWIE SOGLASOWANNOSTI FUNKCIJ RASPREDE�
LENIQ� MARGINALXNYE FUNKCII RASPREDELENIQ� SOOTWETSTWU��IE �AS�
TI Tk � �ti�� � � � � tik�� k � n� NABORA INDEKSOW t�� � � � � tn� DOLVNY SOWPA�
DATX S TEMI� �TO BYLI POSTROENY DLQ NABORA Tk� wPRO�EM� �TO USLOWIE
SOBL�DAETSQ 
AWTOMATI�ESKI�� POSKOLXKU POSTROENIE FUNKCIJ RAS�
PREDELENIQ PROIZWODITSQ PRI PROIZWOLXNYH ZNA�ENIQH EE ARGUMEN�
TOW�
sLEDU��IE DWA PRIMERA� IGRA��IE WAVNU� ROLX W PRAKTI�ESKIH

PRIMENENIQH TEORII SLU�AJNYH PROCESSOW� ILL�STRIRU�T OB�U� ME�
TODOLOGI� I TEHNI�ESKIE PRIEMY� ISPOLXZUEMYE PRI POSTROENII WE�
ROQTNOSTNYH MODELEJ SLU�AJNYH PROCESSOW�

pUASSONOWSKIJ PROCESS

nA WREMENNOJ OSI T � R� W SLU�AJNYE MOMENTY WREMENI POQW�
LQ�TSQ NEKOTORYE SOBYTIQ �SM� PRIMER ������ I NABL�DAETSQ TRA�
EKTORIQ x�t� TO�E�NOGO SLU�AJNOGO PROCESSA X�t�� REGISTRIRU��AQ
�ISLO SOBYTIJ� POQWIW�IHSQ K MOMENTU WREMENI t� sLEDU��IE TRI
POSTULATA WYDELQ�T PUASSONOWSKIJ PROCESS IZ KLASSA WSEWOZMOVNYH

TO�E�NYH PROCESSOW�

�P�� sTACIONARNOSTX� rASPREDELENIE �ISLA SOBYTIJ� POQWIW�IH�
SQ WO WREMENNOM PROMEVUTKE  t�� t� �� ZAWISIT TOLXKO OT DLINY t�� t�
�TOGO PROMEVUTKA� TO ESTX

P �X�t���X�t�� � x� � px�t� � t���

���



�P�� nEZAWISIMOSTX PRIRA�ENIJ� dLQ L�BOGO UPORQDO�ENNOGO

NABORA MOMENTOW WREMENI � � t� � t� � � � � � tn SLU�AJNYE WELI�INY

X�tk� � X�tk���� k � �� � � � � n� GDE X�t�� � X��� � �� NEZAWISIMY W

SOWOKUPNOSTI�
�P�� oRDINARNOSTX ILI RAZREVENNOSTX� wEROQTNOSTX px��t� �

P �X�t � �t� � X�t� � x� TOGO� �TO ZA PROMEVUTOK WREMENI �t PRO�
IZOJDET ROWNO x �� �� �� � � �� SOBYTIJ DOPUSKAET PRI �t� � ASIMPTO�
TI�ESKOE PREDSTAWLENIE

p���t� � ����t�o��t�� p���t� � ��t�o��t�� px��t� � o��t�� x � �� �

w �TOM PREDSTAWLENII � � � 	 �ISLOWOJ PARAMETR� NAZYWAEMYJ OBY��
NO INTENSIWNOSTX� PUASSONOWSKOGO POTOKA SOBYTIJ �SM� W SWQZI S

�TIM MODELX PUASSONOWSKOGO RASPREDELENIQ W x���
iSPOLXZUQ POSTULATY �P��	�P��� POSTROIM KONE�NOMERNYE RASPRE�

DELENIQ

ft������tn�x�� � � � � xn� � P �X�t�� � x�� � � � � X�tn� � xn�

PUASSONOWSKOGO PROCESSA� �TI POSTROENIQ ZNA�ITELXNO OBLEG�AET

lEMMA ����� fUNKCIQ px�t� � P �X�t� � x�� t � �� x � �� �� � � � �
ODNOZNA�NO OPREDELQET WSE KONE�NOMERNYE RASPREDELENIQ PUASSONOW�

SKOGO PROCESSA�

dOK A Z A T E L X S T W O� sLEDU��AQ CEPO�KA RAWENSTW� W KOTOROJ SNA�
�ALA ISPOLXZUETSQ POSTULAT �P��� A POTOM 	 �P��� USTANAWLIWAET SO�
OTNO�ENIE MEVDU KONE�NOMERNOJ PLOTNOSTX� PROCESSA ft������tn I FUNK�
CIEJ px�t� �

ft������tn�x�� � � � � xn� � P �X�t�� � x��

X�t���X�t�� � x� � x�� � � � � X�tn��X�tn��� � xn � xn��� �
nY

k��

P �X�tk��X�tk��� � xk � xk��� �

nY
k��

P �X�tk � tk��� � xk � xk��� �

nY
k��

pxk�xk���tk � tk����

eSTESTWENNO� WSE �TI WYKLADKI IME�T SMYSL LI�X PRI � � t� � t� �
� � � � tn� � � x� � � � � � xn�

���



wID FUNKCII px�t�� A WMESTE S NIM I KONE�NOMERNYE RASPREDELENIQ
PROCESSA pUASSONA� USTANAWLIWAET

tEOREMA ����� eSLI SPRAWEDLIWY POSTULATY �P��	�P��� TO

px�t� � P �X�t� � x� �
��t�xe��t

x�
� t � �� x � �� �� � � � � ���

dOK A Z A T E L X S T W O� pOKAVEM SNA�ALA� �TO ��� WYPOLNQETSQ W

SLU�AE x � �� DLQ �EGO ISSLEDUEM ASIMPTOTIKU PRI �t � � FUNK�
CII p��t ��t� � P �X�t��t� � ���
sOBYTIE X�t��t� � � �KWIWALENTNO ODNOWREMENNOMU OSU�ESTWLE�

NI� DWUH NEZAWISIMYH �W SILU POSTULATA �P��� SOBYTIJ� X�t� � � I
X�t��t��X�t� � �� iSPOLXZUQ POSTULATY �P�� I �P��� NAHODIM� �TO

p��t��t� � P �X�t� � �� � P �X�t��t��X�t� � �� �

p��t� � p���t� � p��t��� � ��t� o��t��

eSLI POLU�ENNOE ASIMPTOTI�ESKOE PREDSTAWLENIE ZAPISATX W WIDE

p��t��t�� p��t�

�t
� ��p��t� � o���

I USTREMITX �t K NUL�� TO POLU�IM DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE

dp��t�

dt
� ��p��t�

S O�EWIDNYM NA�ALXNYM USLOWIEM p���� � �� �TO URAWNENIE S RAZ�
DELQ��IMISQ PEREMENNYMI� RE�ENIE KOTOROGO S U�ETOM NA�ALXNYH

USLOWIJ

p��t� � e��t�

�TO SOWPADAET S ��� PRI x � ��
pROWEDEM ANALOGI�NYE POSTROENIQ DLQ PROIZWOLXNOGO CELOGO x �

�� DLQ �EGO PREDSTAWIM SOBYTIE X�t��t� � x W WIDE OB�EDINENIQ x��
NESOWMESTNYH SOBYTIJ fX�t� � x � kgTfX�t � �t� �X�t� � kg� k �
�� �� � � � � x� iSPOLXZUQ� KAK I WY�E� POSTULATY �P��	�P��� POLU�AEM

px�t��t� � P �X�t ��t� � x� �

xX
k��

P �X�t� � x� k� X�t��t��X�t� � k� �

���



xX
k��

P �X�t� � x� k� � P �X�t��t��X�t� � k� �

xX
k��

px�k�t� � pk��t� � px�t��� � ��t� � px���t���t� o��t��

eSLI PREDSTAWITX POLU�ENNOE SOOTNO�ENIE W WIDE

px�t��t�� px�t�

�t
� �� �px�t� � px���t�� � o���

I USTREMITX �t K NUL�� TO POLU�IM REKURENTNU� SISTEMU DIFFEREN�
CIALXNYH URAWNENIJ S NA�ALXNYMI USLOWIQMI�

dpx�t�

dt
� �� �px�t� � px���t�� � px��� � �� x � �� �� � � �

pOSKOLXKU WY�E MY OPREDELILI p��t� � e��t� TO DLQ p��t� IMEEM
LINEJNOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE S POSTOQNNYMI KO�FFICIEN�
TAMI

dp��t�

dt
� �� �p��t� � e��t

�
� p���� � ��

RE�ENIE KOTOROGO STANDARTNYMI METODAMI DAET

p��t� � �te��t�

�TO OPQTX SOWPADAET S ��� PRI x � ��
dALXNEJ�EE POSTROENIE MODELI OSU�ESTWLQETSQ PO INDUKCII�

pREDPOLAGAETSQ� �TO ��� SPRAWEDLIWO DLQ NEKOTOROGO x � �� I RE�A�
ETSQ LINEJNOE DIFFERENCIALXNOE URAWNENIE

dpx���t�

dt
� ��

�
�px���t� � ��t�xe��t

x�

�
A � px����� � ��

nETRUDNO UBEDITXSQ� �TO RE�ENIE �TOGO URAWNENIQ S U�ETOM NA�ALX�
NOGO USLOWIQ OPREDELQETSQ FORMULOJ ��� S ZAMENOJ x NA x� �� tAKIM
OBRAZOM� POSTROENIE WEROQTNOSTNOJ MODELI PUASSONOWSKOGO PROCESSA

ZAWER�ENO�

iNTERESNO ZAMETITX� �TO FORMULA ��� PRI t � � DAET FUNKCI�

PLOTNOSTI RASPREDELENIQ pUASSONA P���� TAK �TO ��� MOVNO TRAKTO�
WATX KAK OBOB�ENIE TEOREMY SLOVENIQ DLQ RASPREDELENIQ pUASSONA

NA SLU�AJ 
DROBNOGO� �ISLA SLAGAEMYH� PO SU�ESTWU VE PROISHODIT
PROSTOE SUMMIROWANIE �ISLA SOBYTIJ PO WSEM t EDINICAM WREMENI�

���



lEKCIQ ��

iZU�IM NEKOTORYE SWOJSTWA PROCESSA pUASSONA� KOTORYE WSKRYWA�
�T INTERESNYE SWQZI RASPREDELENIQ pUASSONA P��� S POKAZATELXNYM�
RAWNOMERNYM I GAMMA�RASPREDELENIQMI� nA�NEM S WYQSNENIQ WIDA

RASPREDELENIQ PROMEVUTKOW WREMENI MEVDU POQWLENIQMI SOBYTIJ W

PROCESSE pUASSONA�

pREDLOVENIE ����� sLU�AJNYE WELI�INY ��� � � � � �n� REALIZACII
KOTORYH UKAZYWA�T PROMEVUTKI WREMENI MEVDU POQWLENIQMI SOBY�

TIJ W PROCESSE pUASSONA� NEZAWISIMY I ODINAKOWO RASPREDELENY PO

POKAZATELXNOMU ZAKONU E������

dOK A Z A T E L X S T W O� tREBUETSQ POKAZATX� �TO SOWMESTNAQ FUNKCIQ
��� � � � � �n

fn�t�� � � � � tn� � �n exp

��
���

nX
�

tk

	

� � ���

W OBLASTI t� � � � minft�� � � � � tng � ��
wYBEREM �t � t� � � I PODS�ITAEM WEROQTNOSTX TOGO� �TO W KAVDOM

IZ PROMEVUTKOW Tk� Tk ��t�� GDE Tk � t� � � � �� tk� k � �� � � � � n� PRO�
IZO�LO TOLXKO PO ODNOMU SOBYTI�� W TO WREMQ KAK W PROMEVUTKAH

 �� t�� I Tk � �t� Tk���� k � �� � � � � n � �� SOBYTIJ NE BYLO� o�EWID�
NO� PRI �t � � ASIMPTOTIKA �TOJ WEROQTNOSTI DOLVNA IMETX WID

fn�t�� � � � � tn���t�
n� I �TO OBSTOQTELXSTWO POZWOLIT NAM POLU�ITX IS�

KOMU� FUNKCI� PLOTNOSTI fn�
w SILU POSTULATA �P�� NEZAWISIMOSTI PRIRA�ENIJ WSE IZ RASSMAT�

RIWAEMYH �n SOBYTIJ O POQWLENII PO ODNOMU ILI POLNOMU OTSUT�
STWI� INCIDENTOW W UKAZANNYH WREMENNYH PROMEVUTKAH QWLQ�TSQ

NEZAWISIMYMI� WEROQTNOSTX POQWLENIQ ROWNO ODNOGO SOBYTIQ W KAV�
DOM IZ PROMEVUTKOW Tk� Tk � �t�� k � �� � � � � n� RAWNA �POSTULAT
�P��� p���t�� A WEROQTNOSTI OTSUTSTWIQ SOBYTIJ W PROMEVUTKAH  �� t��
I Tk � �t� Tk��� RAWNY SOOTWETSTWENNO p��t�� I p��tk�� � �t�� k �
�� � � � � n� �� tAKIM OBRAZOM� WEROQTNOSTX SOWMESTNOGO OSU�ESTWLENIQ
WSEH �n SOBYTIJ W TERMINAH FUNKCII px�t� RAWNA

p��t��p
n
���t�

n��Y
�

p� �tk�� ��t� � ���

eSLI �t� �� TO PRIMENENIE FORMULY ��� DAET

p��t�� � expf��t�g� pn���t� � �n expf�n��tg��t�n � �n��t�n�

��	



p� �tk�� ��t� � exp f��tk�� � ��tg � exp f��tk��g �
pODSTAWLQQ POLU�ENNYE ASIMPTOTIKI W ���� POLU�AEM S TO�NOSTX� DO

MNOVITELQ ��t�n PRAWU� �ASTX ����

dOKAZANNOE PREDLOVENIE POZWOLQET NAM DOSTATO�NO PROSTO USTA�
NOWITX RASPREDELENIE SLU�AJNOJ WELI�INY �� REALIZACIQ KOTOROJ SO�
OTWETSTWUET MOMENTU PERWOGO DOSTIVENIQ PUASSONOWSKIM PROCESSOM

ZADANNOGO UROWNQ h�

sLEDSTWIE ����� sLU�AJNAQ WELI�INA � IMEET GAMMA�RASPREDE�

LENIE G�m� ����� GDE PARAMETR FORMY m PRINIMAET CELO�ISLENNOE

ZNA�ENIE� RAWNOE h� ESLI h CELOE� I RAWNOE h � � �� ESLI h DROBNOE�

dOK A Z A T E L X S T W O� NEMEDLENNO WYTEKAET IZ REZULXTATA PREDLO�
VENIQ ����� POSKOLXKU

� �
mX
�

�k�

GDE ��� � � � � �m NEZAWISIMY I ODINAKOWO RASPREDELENY W SOOTWETSTWII S

POKAZATELXNYM RASPREDELENIEM E����� �NAPOMNIM� �TO IMENNO TAKIM
OBRAZOM WWODILOSX GAMMA�RASPREDELENIE W x����
uSTANOWLENNAQ SWQZX GAMMA�RASPREDELENIQ S PUASSONOWSKIM POTO�

KOM SOBYTIJ OTKRYWAET NOWU� OBLASTX PRILOVENIJ �TOGO RASPREDELE�
NIQ� �TO 	 WEROQTNOSTNYE MODELI IZNOSA I STARENIQ� pROSTEJ�IJ

PRIMER POSTROENIQ TAKOJ MODELI DAET ISSLEDOWANIE PROCESSA IZNOSA

PROTEKTORA AWTOMOBILXNOJ �INY� rEZONNO S�ITATX� �TO RAZLI�NO�
GO RODA PREPQTSTWIQ� WOZNIKA��IE NA PUTI DWIVENIQ AWTOMOBILQ I
PRIWODQ�IE K REZKOMU TORMOVENI�� REALIZU�T PUASSONOWSKIJ POTOK
SOBYTIJ� kAVDOE REZKOE TORMOVENIE PRIWODIT K UMENX�ENI� GLU�
BINY r PROTEKTORA NA OPREDELENNU� �PREDPOLOVIM� DLQ PROSTOTY�	
ODINAKOWU�� WELI�INU �r� w TAKOM SLU�AE 
OBLYSENIE� �IN NASTU�
PIT POSLE m TORMOVENIJ� GDE m W SOOTWETSTWII SO SLEDSTWIEM ����
OPREDELQETSQ UROWNEM h � r	�r�

e�E ODNO ZAME�ATELXNOE SWOJSTWO PUASSONOWSKOGO PROCESSA� HARAK�
TERIZU��EE OSOBOGO RODA SLU�AJNOSTX W POTOKE SOBYTIJ� SOSTOIT W

SLEDU��EJ SPECIFIKE USLOWNOGO RASPREDELENIQ MOMENTOW POQWLENIQ

FIKSIROWANNOGO �ISLA n SOBYTIJ NA FIKSIROWANNOM PROMEVUTKE WRE�
MENI  �� T �� tO�NAQ FORMULIROWKA �TOGO SWOJSTWA OSU�ESTWLQETSQ W
TERMINAH SPECIALXNOGO SLU�AJNOGO WEKTORA� IGRA��EGO WAVNU� ROLX

W MATEMATI�ESKOJ STATISTIKE�

��




pUSTX X�� � � � � Xn 	 SLU�AJNYJ WEKTOR� ZADANNYJ NA IZMERIMOM

PROSTRANSTWE ��� A�� S NEZAWISIMYMI ODINAKOWO RASPREDELENNYMI S

PLOTNOSTX� f�x� PO MERE lEBEGA KOMPONENTAMI� wEKTOR X� � �� � � � � X�n ��
POLU�ENNYJ IZ ISHODNOGO WEKTORA UPORQDO�IWANIEM EGO KOMPONENT

PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM � � �� NAZYWAETSQ WARIACIONNYM RQDOM�
tAKIM OBRAZOM� PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM � � � KOMPONENTY WARI�
ACIONNOGO RQDA UDOWLETWORQ�T NERAWENSTWAM X� � ���� � � � � � X�n �����
I ESLI x� � X����� � � � � xn � Xn���� TO x� � � � minfx�� � � � � xng�
x� � � RAWEN WTOROMU PO WELI�INE ZNA�ENI� SREDI x�� � � � � xn� x� � � 	 TRETX�
EMU I T�D�� TAK �TO REALIZACIQ �PRI �LEMENTARNOM ISHODE �� POSLEDNEJ
KOMPONENTY WARIACIONNOGO RQDA x�n � � maxfx�� � � � � xng�
fUNKCIQ PLOTNOSTI ISHODNOGO WEKTORA X�� � � � � Xn S NEZAWISIMYMI�

ODINAKOWO NEPRERYWNO RASPREDELENNYMI KOMPONENTAMI RAWNA

fn�x�� � � � � xn� �
nY

k��

f�xk��

A FUNKCIQ PLOTNOSTI WARIACIONNOGO RQDA OTLI�NA OT NULQ TOLXKO W

OBLASTI x� � x� � � � � � xn I RAWNA gn�x�� � � � � xn� � n�fn�x�� � � � � xn��
dLQ TOGO� �TOBY UBEDITXSQ W �TOM� DOSTATO�NO PRIMENITX METOD� KO�
TORYJ ISPOLXZOWALSQ PRI DOKAZATELXSTWE POSLEDNEGO PREDLOVENIQ�
dLQ KAVDOGO FIKSIROWANNOGO RQDA x� � x� � � � � � xn ARGUMEN�

TOW FUNKCII PLOTNOSTI gn��� I �x � min��k�n���xk�� � xk� WY�ISLIM
WEROQTNOSTX SOBYTIQ A� SOSTOQ�EGO W TOM� �TO ODNA IZ KOMPONENT IS�
HODNOGO WEKTORA X�� � � � � Xn POPADET W INTERWAL x�� x���x� �SOBYTIE
A��� DRUGAQ� IZ OSTAW�IHSQ n� � KOMPONENT� W INTERWAL x�� x���x�
�SOBYTIE A��� I T�D�� TAK �TO POSLEDNQQ IZ OSTAW�IHSQ KOMPONENT

DOLVNA POPASTX W INTERWAL xn� xn ��x� �SOBYTIE An�� w SILU NEZA�
WISIMOSTI KOMPONENT SOBYTIQ A�� � � � � An NEZAWISIMY� I PO�TOMU

P �A� � P

�
� n�

�

Ak

�
A �

nY
�

P �Ak��

eSLI F �x� 	 FUNKCIQ RASPREDELENIQ� SOOTWETSTWU��AQ PLOTNOS�
TI f�x�� TO WEROQTNOSTX SOBYTIQ A� RAWNA n F �x� ��x�� F �x��� �
POSKOLXKU U KAVDOJ KOMPONENTY WEROQTNOSTX POPASTX W UKAZANNYJ

INTERWAL x�� x���x� ODNA I TA VE I RAWNA RAZNOSTI ZNA�ENIJ FUNK�
CII RASPREDELENIQ NA KONCAH INTERWALA� A SAMO SOBYTIE A� SOSTOIT

IZ n NESOWMESTNYH SOBYTIJ POPADANIQ SOOTWETSTWU��IH KOMPONENT

���



W �TOT INTERWAL� wEROQTNOSTX SOBYTIQ A�� SOSTOQ�EGO IZ n�� NESOW�
MESTNYH SOBYTIJ POPADANIQ ODNOJ IZ OSTAW�IHSQ KOMPONENT SLU�AJ�
NOGO WEKTORA W INTERWAL x�� x� � �x�� W SILU TEH VE DOWODOW RAWNA
�n� �� F �x� ��x�� F �x��� � pRODOLVAQ W TOM VE DUHE� PRIDEM K PO�
SLEDNEMU SOBYTI� An� WEROQTNOSTX KOTOROGO RAWNA F �xn��x��F �xn��
pEREMNOVAQ �TI WEROQTNOSTI� POLU�AEM

P �A� � n�
nY

k��

F �xk ��x�� F �xk� � �

�TO PRI �x � � �KWIWALENTNO n�fn�x�� � � � � xn���x�
n� TAK �TO MNO�

VITELX PERED ��x�n DAET ISKOMU� FUNKCI� PLOTNOSTI gn�x�� � � � � xn�
WARIACIONNOGO RQDA�
w �ASTNOSTI� FUNKCIQ PLOTNOSTI WARIACIONNOGO RQDA RAWNOMERNO�

GO NA INTERWALE �� T � RASPREDELENIQ

gn�x�� � � � � xn� � n�T�n� � � x� � � � � � xn � T� ���

tEPERX SFORMULIRUEM OBE�ANNOE SWOJSTWO PUASSONOWSKOGO PROCES�
SA�

pREDLOVENIE ����� sOWMESTNOE RASPREDELENIE MOMENTOW ��� � � �
� � � � �n POQWLENIQ n SOBYTIJ NA INTERWALE  �� T � PUASSONOWSKOGO PRO�
CESSA PRI USLOWII� �TO W �TOM INTERWALE POQWILOSX ROWNO n SOBYTIJ�

SOWPADAET S RASPREDELENIEM WARIACIONNOGO RQDA RAWNOMERNOGO NA IN�

TERWALE  �� T � RASPREDELENIQ�

dOK A Z A T E L X S T W O� sNOWA ISPOLXZUEM METOD ASIMPTOTI�ESKO�
GO PREDSTAWLENIQ FUNKCII PLOTNOSTI� wYBEREM NA INTERWALE  �� T �
UPORQDO�ENNYJ RQD IZ n TO�EK � � t� � � � � � tn � T� A TAKVE

WYBEREM �t� MENX�EE L�BOGO IZ PROMEVUTKOW� OGRANI�ENNYH TO�KA�
MI t�� � � � � tn� pUSTX A � B� �n

� �AkBk� 	 SOBYTIE� SOSTOQ�EE W TOM�
�TO W KAVDOM IZ INTERWALOW tk� tk � �t�� k � �� � � � � n� POQWITSQ
ROWNO PO ODNOMU PUASSONOWSKOMU SOBYTI� ��TI PUASSONOWSKIE SOBY�
TIQ OBOZNA�A�TSQ Ak�� A W INTERWALAH  �� t���  tk � �t� tk���� k �
�� � � � � n � ��  tn � �t� T � PUASSONOWSKIH SOBYTIJ NE BYLO ��TI 
POD�
SOBYTIQ� OBOZNA�A�TSQ Bk� k � �� � � � � n�� sOBYTIE� SOSTOQ�EE W TOM�
�TO NA INTERWALE  �� T � POQWILOSX ROWNO n PUASSONOWSKIH SOBYTIJ

�USLOWIE� OBOZNA�IM B� w �TIH OBOZNA�ENIQH DOKAZATELXSTWO PREDLO�
VENIQ SOSTOIT W WYWODE SLEDU��EJ ASIMPTOTI�ESKOJ FORMULY �SM�
FORMULU ����� P �A jB� � P �A �B�	P �B� � n�T�n�

���



pOWTORQQ RASSUVDENIQ� KOTORYE MY PROWODILI PRI DOKAZATELXSTWE

PREDLOVENIQ ���� PRI �t� �� POLU�AEM

P �A �B� �

���t�n exp

��
���


�n�t� t� �

n��X
�

�tk�� � tk ��t� � T � tn ��t

�
�
	

� �

�n exp

��
���


�t� �

n��X
�

�tk�� � tk� � T � tn

�
�
	

� ��t�n � �ne��T ��t�n�

pOSKOLXKU WEROQTNOSTX POQWLENIQ ROWNO n SOBYTIJ W PROMEVUTKE

 �� T � RAWNA P �B� � ��T �ne��T	n�� TO

gn�t�� � � � � tn���t�
n � P �A �B�	P �B� � n�T�n�

dOKAZANNOE PREDLOVENIE PROLIWAET SWET NA FENOMEN PUASSONOWOS�
TI SPORADI�ESKOGO FONA METEOROW �SM� PRIMER � IZ x��� pO�WIDIMOMU�
SPORADI�ESKIE METEORNYE �ASTICY RAWNOMERNO ZAPOLNQ�T PROSTRAN�
STWO OKOLO ORBITY zEMLI� I PRI EE DWIVENII MY NATALKIWAEMSQ NA

OTDELXNYE �ASTICY �PUASSONOWSKIE SOBYTIQ� TAK� �TO MOMENTY �TIH

STOLKNOWENIJ WYSTRAIWA�T WARIACIONNYJ RQD RAWNOMERNOGO RASPRE�
DELENIQ�

wINEROWSKIJ PROCESS

wERNEMSQ K PRIMERU ���� I RASSMOTRIM BROUNOWSKOE DWIVENIE NA

PLOSKOSTI� �ASTICA WE�ESTWA POME�AETSQ W NA�ALO DEKARTOWOJ SIS�
TEMY KOORDINAT �x� y� NA PLOSKOSTI� I TRAEKTORIQ EE DWIVENIQ OPI�
SYWAETSQ KRIWOJ S PARAMETRI�ESKIM URAWNENIEM x � x�t�� y � y�t��
nAS INTERESU�T KONE�NOMERNYE RASPREDELENIQ DWUMERNOGO PROCES�
SA Z�t� � �X�t�� Y �t��� DLQ �EGO DOSTATO�NO OPREDELITX SOWMESTNU�
FUNKCI� RASPREDELENIQ

F �x�� y�� x�� y�� � � � � xn� yn� �

P �X�t�� � x�� Y �t�� � y�� � � � � X�tn� � xn� Y �tn� � yn��

mY NA�NEM S O�EWIDNOGO USLOWIQ NEZAWISIMOSTI I ODINAKOWOJ RAS�
PREDELENNOSTI KOMPONENTX�t� I Y �t� PROCESSA Z�t�� hAOTI�ESKOE DWI�
VENIE OTDELXNYH� NE SWQZANNYH DRUG S DRUGOM MOLEKUL TOLKAET �AS�
TICU W NAPRAWLENII OSI OX WNE ZAWISIMOSTI OT TOGO� �TO DELA�T

���



DRUGIE MOLEKULY� SPOSOBSTWU��IE EE DWIVENI� W NAPRAWLENII OY�
tAKIM OBRAZOM� BROUNOWSKOE DWIVENIE NA PLOSKOSTI MOVNO RASSMAT�
RIWATX KAK PRQMOE PROIZWEDENIE DWUH ODNOMERNYH ODINAKOWO RASPRE�
DELENNYH BROUNOWSKIH DWIVENIJ� sU�ESTWUET NESKOLXKO MODELEJ OD�
NOMERNOGO BROUNOWSKOGO DWIVENIQ X�t�� t � R�� IZ KOTORYH MY OSTA�
NOWIMSQ NA PROSTEJ�EJ� PREDLOVENNOJ n�wINEROM W NA�ALE XX WEKA�
I PO�TOMU NOSQ�EJ NAZWANIE WINEROWSKOGO PROCESSA�

pOSTROENIE MODELI OSU�ESTWLQETSQ PO ANALOGII S WYWODOM NOR�
MALXNOGO RASPREDELENIQ PUTEM PREDELXNOGO PEREHODA W BINOMIALXNOM

RASPREDELENII PRI NEOGRANI�ENNOM WOZRASTANII �ISLA ISPYTANIJ

bERNULLI� rAZOB�EM WREMENNU� OSX T � R� NA MALYE INTERWALY ODI�
NAKOWOJ DLINY �	n� WWEDEM 
DISKRETNOE WREMQ� t � k	n� k � �� �� � � � �
I BUDEM PREDPOLAGATX� �TO �ASTICA DWIVETSQ 
RYWKAMI� W �TI MOMEN�
TY WREMENI� PEREDWIGAQSX S WEROQTNOSTX� ��� WPRAWO NA NEKOTORU�
WELI�INU 
 ILI� S TOJ VE WEROQTNOSTX� ���� WLEWO NA TAKU� VE WELI�
�INU 
� KOTORAQ NE ZAWISIT OT WREMENI t� tAKOJ DISKRETNYJ SLU�AJ�
NYJ PROCESS Xn�t�� t � k	n� k � �� �� � � � � TRAEKTORIQ xn�t� KOTOROGO
OPREDELQET POLOVENIQ �ASTICY W KAPILLQRE W MOMENTY WREMENI t�
MOVNO PREDSTAWITX W WIDE SUMMY NEZAWISIMYH ODINAKOWO RASPREDE�
LENNYH SLU�AJNYH WELI�IN� PRINIMA��IH WSEGO DWA RAWNYH PO MO�
DUL� ZNA�ENIQ� dEJSTWITELXNO� PUSTX X�� X�� � � � 	 BESKONE�NAQ POSLE�
DOWATELXNOSTX NEZAWISIMYH SLU�AJNYH WELI�IN� KAVDAQ IZ KOTORYH
PRINIMAET ZNA�ENIQ �� ILI 	� S ODINAKOWOJ WEROQTNOSTX� ���� tOGDA

Xn�t� � 

tnX
i��

Xi�

PRI L�BYH t � k	n� k � �� �� � � � �
tAK KAK SLU�AJNYE WELI�INY Xn�t��� � � � � Xn�tm� ODNOZNA�NO OPRE�

DELQ�TSQ PRIRA�ENIQMI Xn�ti��Xn�ti���� i � �� � � � �m� t� � �� Xn���
�� PROCESSA Xn�t� I �TI PRIRA�ENIQ NEZAWISIMY W SOWOKUPNOSTI W

SILU NEZAWISIMOSTI BINARNYH SLU�AJNYH WELI�IN X�� X�� � � � � A

Xn�ti��Xn�ti��� �
ntiX

j�nti����

Xj�

TO KONE�NOMERNYE RASPREDELENIQ PROCESSA S NEZAWISIMYMI PRIRA�E�

NIQMI fXn�t�� t � �g ODNOZNA�NO OPREDELQ�TSQ RASPREDELENIQMI SLU�
�AJNOJ WELI�INY Xn�t� PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM ZNA�ENII t� �TO

���



ESTX SLEDSTWIE NE TOLXKO NEZAWISIMOSTI BINARNYH SLU�AJNYH WELI�
�IN� NO I TOGO� �TO PRIRA�ENIE Xn�ti��Xn�ti��� IMEET TO VE RASPRE�
DELENIE� �TO IXn�ti�ti���� pO�TOMU� ESLI f�x j t� 	 FUNKCIQ PLOTNOSTI
Xn�t�� TO FUNKCIQ PLOTNOSTI KONE�NOMERNYH RASPREDELENIJ PROCESSA
RAWNA

mY
�

f �xi � xi�� j ti � ti��� �

GDE� KAK I WY�E� t� � �� x� � ��
nE TRUDNO PONQTX� �TO MY ZATEQLI WS� �TU IGRU S DISKRETNYM DWI�

VENIEM BROUNOWSKOJ �ASTICY TOLXKO DLQ TOGO� �TOBY POTOM PEREJTI

K PREDELU PRI n�	� WOSPOLXZOWAW�ISX CENTRALXNOJ PREDELXNOJ TE�
OREMOJ� nO W TAKOM SLU�AE NEOBHODIMO NORMIROWATX

Xn

� Xi� tAK KAK
EXi � �� A DXi � �� TO USLOWIE NEWYROVDAEMOSTI PROCESSA Xn�t�
PRI n � 	 SOSTOIT W WYBORE 
 PROPORCIONALXNYM �	

p
n� w SWQZI S

�TIM WWODQT PARAMETR ��� KOTORYJ NAZYWA�T KO�FFICIENTOM DIF�

FUZII �ON HARAKTERIZUET SKOROSTX DWIVENIQ �ASTICY�� I POLAGA�T


 � �	
p
n� pRI TAKOM WYBORE 
 MY POLU�AEM DISKRETNYJ SLU�AJNYJ

PROCESS

Xn�t� �
�p
n

tnX
�

Xi�

w SILU CENTRALXNOJ PREDELXNOJ TEOREMY PRI KAVDOM FIKSIROWAN�
NOM ZNA�ENII t SLU�AJNAQ WELI�INA Xn�t� SHODITSQ SLABO K SLU�AJ�
NOJ WELI�INE S NORMALXNYM N��� ��t� RASPREDELENIEM� iSPOLXZUQ TE�
PERX PREDSTAWLENIE KONE�NOMERNYH RASPREDELENIJ �EREZ RASPREDELE�
NIQ PRIRA�ENIJ� MY MOVEM DATX SLEDU��EE OPREDELENIE WINEROWSKO�
GO PROCESSA�

oPREDELENIE ����� sLU�AJNYJ PROCESS fX�t�� t � �g� U KOTORO�
GO FUNKCIQ PLOTNOSTI KONE�NOMERNOGO RASPREDELENIQ OPREDELQETSQ

FORMULOJ

ft������tn�x�� � � � � xn� � �����n���n
nY
�

�ti � ti���
�����

exp

��
��

�

���

nX
�

�xi � xi����

�ti � ti���

	

� �

NAZYWAETSQ WINEROWSKIM SLU�AJNYM PROCESSOM�

���



lEKCIQ ��

kAK I W SLU�AE PUASSONOWSKOGO PROCESSA� DLQ PRAKTI�ESKIH PRILO�
VENIJ NESOMNENNYJ INTERES PREDSTAWLQET RASPREDELENIE SLU�AJNOJ

WELI�INY � � inff t � X�t� � h g� REALIZACIQ KOTOROJ SOOTWETSTWUET
MOMENTU PERWOGO DOSTIVENIQ WINEROWSKIM PROCESSOM UROWNQ h � ��
k SOVALENI�� DLQ WINEROWSKOGO PROCESSA TEHNIKA WYWODA RASPREDELE�
NIJ FUNKCIONALOW OT TRAEKTORIJ PROCESSA DOSTATO�NO SLOVNA� I DLQ
OWLADENIQ �TOJ TEHNIKOJ TREBUETSQ SPECIALXNYJ APPARAT� WO MNO�
GOM WYHODQ�IJ ZA RAMKI OB�EGO KURSA TEORII WEROQTNOSTEJ� oDNA�
KO� �TO KASAETSQ DISKRETNOGO ANALOGA WINEROWSKOGO PROCESSA� KOTO�
RYJ MY RASSMATRIWALI DO OPREDELENIQ ����� TO ZDESX RASPREDELENIE

PERWOGO PERESKOKA� MOVNO POLU�ITX� ISPOLXZUQ NESLOVNU� TEHNIKU

KOMBINATORNYH WYKLADOK�
rASSMOTRIM� KAK I WY�E� POSLEDOWATELXNOSTX NEZAWISIMYH SLU�

�AJNYH WELI�IN fXi� i � �g� PRINIMA��IH WSEGO DWA ZNA�ENIQ �� I
	� S ODINAKOWYMI WEROQTNOSTQMI ���� wWEDEM DISKRETNYJ SLU�AJNYJ
PROCESS

S�t� �
tX

i��

Xi� t � �� �� � � � � S��� � �

�DLQ NAGLQDNOSTI MOVNO SOEDINITX POSLEDOWATELXNO TO�KI �t� s�t��
TRAEKTORII s�t�� t � �� � � � � PROCESSA S�t�� PREDSTAWIW TRAEKTORI� W

WIDE LOMANOJ LINII�� nAPOMNIM� �TO DISKRETNYJ ANALOG Xn�t� WI�
NEROWSKOGO PROCESSA X�t� POLU�AETSQ IZ PROCESSA S�t� ZAMENOJ t NA
tn S t � k	n I POSLEDU��IM MAS�TABIROWANIEM EGO TRAEKTORII�
Xn�t� � S�tn��	

p
n�

rASSMOTRIM WSE TRAEKTORII� PROHODQ�IE �EREZ DWE ZADANNYE TO�KI
A� � �t�� s� � s�t��� I A� � �t�� s� � s�t���� t� � t�� I NAZOWEM U�ASTOK

TRAEKTORII MEVDU �TIMI TO�KAMI PUTEM IZ TO�KI A� W TO�KU A��
�TI PUTI OBLADA�T TEM ZAME�ATELXNYM SWOJSTWOM� �TO U NIH �ISLO
p SLAGAEMYH Xi� i � t���� � � � � t�� PRINQW�IH ZNA�ENIE ��� ODINAKOWO
I RAWNO �t�� t� � s�� s��	�� ESLI� KONE�NO� POSLEDNEE �ISLO CELOE� 	 W
PROTIWNOM SLU�AE NE SU�ESTWUET TRAEKTORII� PROHODQ�EJ �EREZ �TI
TO�KI� dEJSTWITELXNO� ESLI OBOZNA�ITX q �ISLO OTRICATELXNYH �	��
SLAGAEMYH� TO p� q � t� � t� I p� q � s� � s�� �TO I DAET UKAZANNU�
FORMULU DLQ RAS�ETA p� iZ �TIH VE SOOTNO�ENIJ LEGKO POLU�ITX FOR�
MULU DLQ OB�EGO �ISLA N PUTEJ� PROHODQ�IH �EREZ TO�KI A� I A��
O�EWIDNO� N � Cp

p�q � Cq
p�q�

���



sLEDU��IE DWE LEMMY UKAZYWA�T PROSTOJ METOD DLQ RAS�ETA �IS�
LA PUTEJ IZ NA�ALA KOORDINAT W TO�KU �k� m�� KOTORYE RASPOLOVENY
NIVE UROWNQ m�

lEMMA ���� �PRINCIP OTRAVENIQ�� �ISLO PUTEJ IZ TO�KI A� �
�t�� s��� s� � �� W TO�KU A� � �t�� s��� s� � �� KOTORYE KASA�TSQ ILI
PERESEKA�T OSX t HOTQ BY ODIN RAZ� RAWNO �ISLU WSEWOZMOVNYH PUTEJ

IZ TO�KI A�� � �t���s�� W TO�KU A��

dOK A Z A T E L X S T W O� mEVDU MNOVESTWOM PUTEJ IZA� W A�� UDOWLE�
TWORQ��IH USLOWI� LEMMY� I MNOVESTWOM WSEWOZMOVNYH PUTEJ IZ A��
W A� MOVNO USTANOWITX WZAIMNO ODNOZNA�NOE SOOTWETSTWIE� ISPOLXZUQ
SLEDU��IJ PRINCIP OTRAVENIQ �SM� RISUNOK��

� t

�

o

s
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�

��

t�

�
�
�
���

�
����

�
�
�����

�
�

t�

A�
�

pUTX IZ A� W A� DOLVEN PO KRAJNEJ MERE ODIN RAZ KOSNUTXSQ OSI

WREMENI t� PUSTX t� � t� 	 ABSCISSA PERWOGO KASANIQ �NAPOMNIM� s� �
s�t�� � ��� tAKOMU PUTI S ORDINATAMI

s�t�� � �� s�t� � �� � �� � � � � s�t� � �� � �� s�t�� � ��

s�t� � ��� � � � � s�t��

SOPOSTAWIM PUTX S ORDINATAMI

�s�t�� � �� �s�t� � �� � �� � � � ��s�t� � �� � �� s�t�� � ��

s�t� � ��� � � � � s�t���

KOTORYJ PRINADLEVIT WTOROMU MNOVESTWU� TO ESTX OTRAZIM U�ASTOK

PUTI IZ A� W A� NA PROMEVUTKE t�� t�� ZERKALXNO OTNOSITELXNO OSI

t� A DALX�E OSTAWIM PUTX BEZ IZMENENIQ� lEGKO UBEDITXSQ� �TO �TO
WZAIMNO ODNOZNANOE SOOTWETSTWIE 	 KAVDOMU PUTI WTOROGO MNOVES�
TWA OTWE�AET TAKOJ VE 
ZERKALXNYJ� OBRAZ IZ PERWOGO MNOVESTWA�
IBO PUTI IZ WTOROGO MNOVESTWA OBQZATELXNO PERESEKA�T OSX t� TAK

���



KAK �s�t�� � �� A s�t�� � �� tAKIM OBRAZOM� OBA MNOVESTWA SODERVAT
ODINAKOWOE �ISLO PUTEJ�

rASSMOTRIM TEPERX PUTI IZ NA�ALA KOORDINAT ��� �� W TO�KU �k� m�
S � � m � k� oB�EE �ISLO TAKIH PUTEJ� KAK BYLO POKAZANO WY�E�
Nk�m � Cp

k� GDE p � �m � k�	�� ESLI ONO CELOE� W PROTIWNOM SLU�AE

Nk�m � ��

lEMMA ����� �ISLO PUTEJ IZ NA�ALA KOORDINAT W TO�KU �k� m��
� � m � k� U KOTORYH s�t� � � PRI WSEH t � �� �� � � � � k� RAWNO

Nk���m�� �Nk���m�� �
m

k
Nk�m�

dOK A Z A T E L X S T W O� l�BOJ PUTX IZ ��� �� W �k� m�� UDOWLETWORQ�
��IJ USLOWI� LEMMY� PROHODIT �EREZ TO�KU ��� ��� sLEDOWATELXNO�
ESLI WY�ESTX IZ OB�EGO �ISLA PUTEJ Nk���m�� IZ TO�KI ��� �� W TO��
KU �k� m� �ISLO M PUTEJ� KOTORYE SOEDINQ�T �TI TO�KI� KASAQSX ILI
PERESEKAQ OSX t� TO POLU�IM ISKOMOE �ISLO PUTEJ IZ ��� �� W �k� m��
LEVA�IH W PERWOM KWADRANTE� w SILU LEMMY ���� M RAWNO OB�EMU

�ISLU PUTEJ IZ TO�KI ��� ��� W TO�KU �k� m�� PO�TOMU M � Nk���m���

lEMMA ����� �ISLO PUTEJ IZ NA�ALA KOORDINAT W TO�KU �k� m��
� � m � k� U KOTORYH s�t� � m PRI WSEH t � �� �� � � � � k � �� RAWNO

Nk���m�� �Nk���m�� �
m

k
Nk�m� ���

dOK A Z A T E L X S T W O� dOSTATO�NO POMESTITX NA�ALO KOORDINAT W

TO�KU �k� m� I TRAKTOWATX UROWENXm KAK OSX ABSCISS� iSPOLXZUQ FOR�
MULU DLQ RAS�ETA N� KOTORAQ BYLA POLU�ENA W LEMME ����� POLU�AEM
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